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Apresentagéo

Processamento digital de sinais (PDS) é o tratamento que se aplica a um sinal de tempo discreto.
Este processamento é executado por meios digitais: computadores ou processadores digitais.

Com o advento dos computadores no inicio da década de 60, e com o desenvolvimento de
algoritmos como o da transformada rdpida de Fourier - FFT (Coley and Tukey — 1965), tem inicio a uma
nova etapa no campo de tratamento de sinais e suas aplicaces. O desenvolvimento dos
microprocessadores (década de 1970) e dos processadores digitais (década de 1980): ampliaram as
aplicacOes de PDS. Por volta de 1975 tem-se a publicacdo dos primeiros livros importantes no assunto:

e Openheim, A. V. and Schafer, R. W., Digital Signal Processing.
< Rabiner & Gold, Theory and Applications of Digital Signal Processing.

A maior parte dos sinais encontrados sdo continuos no tempo, por exemplo, audio, video,
temperatura. Assim, para o tratamento digital, tem-se necessidade de converter as informacgdes em sinais
elétricos de tempo continuos por meio de transdutores e em seguida digitalizar estes sinais, isto é:
converter do tempo continuo para o tempo discreto (digital) utilizando conversores AD. Os principais
componentes de um sistema DSP tipico séo mostrados na figura 1.

Filtro Filtro
X(t) — AD —{ DSP —| DA [— — Y(t)
U] ()]

X(t
x(n)

— Filtro I: Filtro anti-aliasing

— AD: Conversor analdgico digital

— DSP: Computador digital ou processador digital de sinais
— DA: Conversor digital analégico

— Filtro 1I: Filtro anti-imaging (filtro de reconstrugéo)

Figura 1: Componentes de um sistema para processamento digital de sianis.
Algumas vantagens DSP:

— Programabilidade: Uma implementagdo em PDS é mais flexivel, desde de que é mais
facil de se modificar (o software pode ser atualizado, refeito ou modificado).

— Estabilidade e Repetibilidade: Apresenta melhor qualidade do sinal, estabilidade e
repetibilidade no desempenho do sistema, pois o sistema é representado na forma digital e
a implementacdo é através de algoritmos que ndo dependem de tolerancia de
componentes, envelhecimento, etc.

— Aplicagbes especiais: Alguns processamentos sdo realizados com mais eficiéncia na
forma digital: compressao, filtros com fase linear.

Agumas desvantagens de DSP:
—  N&o é econdbmico em aplicacdes simples: os conversores AD e DA, em geral encarecem
0 sistema.
—  Limitacdo em frequéncia, consumo alto de poténcia.

Algumas aplicacdes de DSP

— Gravacdo digital de audio.



— Compressdo de sinais de voz e de audio para aplicagbes em telefonia digital,
armazenamento em CD.

— Implementagdo de modem.

—  Enriquecimento de imagem e compress&o.

— Sintese da fala e reconhecimento.

—  Predicéo de sinais ou saidas de sistemas.

—  Controle.

— Bioengenharia.

— Geofisica

Este texto tem como objetivo apresentar aos alunos iniciantes uma abordagem dos tdpicos basicos
da matéria processamento digital de sinais. Alunos de Engenharia Elétrica tém a necessidade de entrar no
mercado de trabalho com algum conhecimento béasico de PDS. A intengdo é apresentar um texto
introdutdrio para ser utilizado em cursos de graduacdo nas areas de Engenharia Elétrica, Engenharia de
Computagdo e areas afins, onde existe a necessidade de se trabalhar com sinais e sistemas de tempo
discreto.

No capitulo 1 sdo introduzidos os conceitos de sinais e sistemas de tempo discreto e como trabalhar
com estes nos dominios do tempo e frequéncia. Sao apresentados também os sistemas lineares de tempo
discretos e suas ferramentas matematicas de andlise. No capitulo 2 sdo introduzidos o conceito de
amostragem periodica de sinais, o teorema da amostragem e seus efeitos. Os capitulos 3 e 4 séo
reservados, respectivamente, para a apresentacdo da transformada z e da transformada discreta de Fourier
(TDF) com exemplo de aplicagdo em andlise espectral. A transformada rapida de Fourier, através do
algoritmo de decimacdo no tempo, é apresentada no apéndice A-2, para os interessados em conhecer tal
algoritmo. E os capitulos 5 e 6 sdo utilizados para o estudo de projetos de filtros digitas. No capitulo 5 sdo
estudados os projetos classicos de filtros seletivos em frequéncia utilizando os filtros com resposta ao
impulso infinita (I1IR) e os projetos de filtros com resposta ao impulso finita (FIR): projeto por janelas e
por amostragem em frequéncia. No capitulo 6 sdo apresentados alguns projetos otimizados de filtros,
incluindo o algoritmo de Parks-McClellan para filtros FIR e os métodos de aproximacdo de Padé, de
Prony e método dos minimos quadrados para filtros IIR. Para auxiliar o estudo outros dois apéndices sdo
incluidos: um para janelas (A-1) e um com formulas e tabelas utilizadas em PDS (A-3).

Marcelo Basilio Joaquim
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Capitulo 1

SINAIS E SISTEMAS DE TEMPO DISCRETO

1.1 Introducéo

Um sinal pode ser definido como uma quantidade fisica, variante no tempo e que transporta
informagao a respeito do comportamento de um sistema. Em geral, ele é representado matematicamente
como uma fun¢do de uma ou mais varidveis independentes (tempo, espago, etc.), porém, neste estudo,
eles serdao admitidas fungdes com somente uma variavel independente, o tempo.

O modo mais comum de se classificar um sinal ¢ dividi-lo em duas importantes classes. Os
deterministicos ¢ os aleatorios. Os sinais deterministicos sdo aqueles utilizados para propdsitos de testes,
modelagem e caracterizagdo de sistemas. Dentre eles pode-se destacar: os sinais senoidais, a onda
quadrada, a fungdo degrau unitario, a funcdo impulso, etc. Eles sio bem definidos e em geral
representados ou descritos por uma fung¢do matematica ou grafica, onde se conhece o seu valor em
qualquer instante de tempo, presente, passado ou futuro. Amplitude, frequéncia e fase sdo os seus
principais parametros. Na segunda categoria recaem os sinais de informagdo propriamente ditos e aqueles
provenientes da natureza, tais como: sinais de voz, dudio, video, temperatura, dados digitais e também o
ruido. Devido a natureza aleatoria, eles s6 podem ser descritos utilizando como fundamento a teoria de
probabilidades e algumas propriedades que apresentam, como por exemplo, estacionariedade e através de
algumas médias tais como: valor médio, valor quadratico médio, variancia e desvio padrdo, funcdo de
autocorrelagdo e espectro densidade de poténcia.

A variavel independente também ¢ uma outra quantidade muito importante para classificar os sinais.
Os sinais de tempo continuo sio classificados por uma variavel independente que pode assumir qualquer
valor dentro de uma faixa continua e que pode se estender até o infinito; estes sinais sdo chamados mais
raramente de analdgicos. Ja os sinais de tempo discreto sdo definidos em instantes de tempos discretos,
t,, n € Z. A variavel independente assume valores discretos, provavelmente ndo enumeravel, e portanto
eles sdo representados por uma sequéncia de nimeros.

A amplitude do sinal também pode ser discreta ou continua. No caso discreto ela ¢ quantizada, isto é
aproximada para um valor pertencente a um conjunto finito de amplitudes e em seguida codificada
digitalmente. Neste caso tém-se os Sinais digitais, onde tanto a amplitude quanto o tempo sio
quantidades discretas. Neste estudo, na maioria das vezes ndo se fara nenhuma referéncia com relagéo a
amplitude, de forma tal que os sinais serdo admitidos de tempo discreto, mas cuja amplitude pode assumir
qualquer valor dentro de uma faixa continua pertencente aos nimeros reais.

Um sistema pode ser definido como um dispositivo que realiza uma operagdo matematica em um
sinal. Como um exemplo de sistema pode se citar um filtro utilizado para reduzir ruido ou interferéncias
em um sinal aplicado em sua entrada. Os sistemas podem ser classificados do mesmo modo que os sinais.
Sistemas continuos ou analdgicos sdo aqueles em que as entradas e saidas sdo sinais de tempo continuo.
Os discretos sdo aqueles cujas entradas e saidas sdo sinais de tempo discreto e os digitais sdo aqueles
cujas entradas e saidas sdo sinais digitais. Quando se passa um sinal através de um sistema dizemos que
ele foi processado, dai 0 nome processamento de sinais.

Neste capitulo serdo estudados os principais conceitos e propriedades para sinais e sistemas de tempo
discreto.
1.2 Sinais de tempo discreto

Os sinais de tempo discreto sdo em geral, originados através da amostragem do sinal continuo, cujo

intervalo de amostragem ¢ constante e especificado pelo teorema de Nyquist, que serd estudado no
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capitulo 2. Como um exemplo de um sinal continuo e um de tempo discreto, considere o seguinte sinal
exponencial,

x(t) = e (1.1)

Este sinal ¢ definido para qualquer instante de tempo no intervalo -0 <t < co, como mostra a figura
1.1.a., sendo portanto um sinal de tempo continuo. Admitindo agora, que este sinal é definido somente
nos instantes t,: n =0, 1, +2, ..., como mostra a figura 1.1.b, entdo este novo sinal passa a ser de tempo
discreto. Neste caso tem-se que,

x(t,)=eTl n=o0x1,£2,- (1.2)
1 1
(a) i (b)
!
AR
0.5 0.5 FAR
0 t 0 -'-r”r [\\1.& n
5 0 5 -5 0 5

Figura 1.1: Representacdo grafica do sinal das equagdes (1.1) e (1.2).

Na figura 1.1.b o sinal discreto é representado por retas (raias) paralelas ao eixo de tempo discreto.
Observe que nada se especifica a respeito do sinal amostrado entre dois intervalos adjacentes t, € t,.; pois
a variavel ¢ definida somente para valores discretos. Isto ndo implica que ele ndo apresente valores nestes
intervalos, mas somente que ndo ¢ definido. Os instantes de tempo sdo regularmente espagados tais que t,
= nT, (T, é chamado de intervalo ou periodo de amostragem). A nota¢do comumente utilizada para
este tipo de sinal é x(n) = x(nT,) e o sinal passa a ser representado por uma sequéncia de numeros {x(n)}.
Admitindo, por exemplo, na equagdo (1.2) T, =0,1 s, tem-se a seguinte sequéncia,

x(n)=e " n=0,+1,£2, (1.3)

Como foi comentado acima, um sinal de tempo discreto € associado a uma sequéncia de niimeros
{x(n)} como aquelas convencionalmente utilizadas em matematica. Assim ¢ interessante especificar as
operagdes basicas que se realizam com sequéncias.

(a) Soma de sequéncias
y(n) = x(n)+x,(n)

Soma-se amostra com amostra das sequéncias individuais. Observe que estas sequéncias devem
apresentar o mesmo tamanho. No caso de sequéncias com tamanhos diferentes o problema pode ser
resolvido acrescentando-se zeros a sequéncia de menor tamanho.

(b) Produto de sequéncias
y(n) = x,(n)x,(n)

Multiplica-se amostra por amostra das sequéncias individuais. Observe que, como anteriormente,
estas sequéncias devem apresentar 0 mesmo tamanho.

(c) Multiplicagéo por um escalar a

y(n) = ax(n)
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Multiplica-se cada elemento da sequéncia por a.

(d) Atraso em uma sequéncia
y(n)=x(n-ny)
Em que, nq ¢ um niimero inteiro positivo qualquer. Observe que no instante n = 0, y(0) = x(-ny),

assim, y(n) estd atrasada por ng amostras em relacao a x(n). Se ny for um nimero negativo entdo se diz
que y(n) esta avancada por ng amostras em relagdo a x(n).

1.3 Sinais de tempo discreto basicos

Existem alguns sinais discretos que sdo muito utilizados no desenvolvimento da teoria de
processamento digital de sinais e no estudo, modelagem e teste de sistemas. Alguns destes sinais sdo
definidos a seguir.

1.3.1 Sequéncia amostra unitaria

I, n=0
)= {0 r; #0 (4

Este tipo de sinal ou sequéncia desempenha o mesmo papel que a fungdo impulso unitario 5(t)
desempenha nos sistemas continuos no tempo. Ele também ¢ chamado, sem distingdo com os sistemas
continuos, de fungdo impulso, impulso unitario ou pulso unitério.

Qualquer sequéncia x(n) pode ser representada por uma sequéncia ponderada de fun¢des amostras
unitarias tais que:

x(n)=--a_,8(n+2)+a,8(n+1)+a,d(n)+adn-1)--

= iaké}(n—k) (1.5)

k=—c0
em que: a; = x(k).

1.3.2 Sequéncia degrau unitario

I, nz0
)= {o n<o (16)

Esta sequéncia ¢ muito util quando se pretende distinguir indices positivos (tempo positivo) dos
negativos. Identificamos assim, os sinais causais, isto €, sinais que sdo nulos para n < 0, ou seja, que
apresentam valores somente para indices positivos. Para esta sequéncia as seguintes relagdes sio validas:

)= > 8l)= 3 o0 k) (7
8(n)=u(n)-u(n-1) (1.8)

1.3.3 Sequéncia exponencial



x(n)=a" (1.9)

Esta sequéncia ¢ muito utilizada em processamento digital de sinais. Ela aparece com frequéncia no
estudo de sistemas lineares de tempo discreto. Um sistema linear de primeira ordem apresenta como
resposta ao impulso uma fungdo exponencial, como sera visto mais adiante. Uma sequéncia exponencial
causal ¢ representada como abaixo,

x(n) = a"u(n) (1.10)

assim, ela apresenta todos os seus valores nulos para n < 0. No caso de o < 1 ela toma a forma de uma
exponencial amortecida com mostra a figura 1.2.

0.8 |,
\
0.6
0.4
0.2 [ ]\\
0 r r\-r"l“w-—‘ n
0 5 10

Figura 1.2: Sinal exponencial.
1.3.4 Sequéncia senoidal

Um sinal senoidal de tempo discreto é uma oscilacdo harmdnica que pode ser expressa por uma das
formas mostradas abaixo,

x(n) = Acos(2nf,n + ¢) = Acos(wyn + ¢) (1.11)
x(n) = Asen(2nf,n + ¢) = Asen(w,n + ¢) (1.12)
x(n) = Ae i@nfon+0) _ pq i(Won+o) (1.13)

A equacdo (1.13) representa a forma complexa da sendide e as outras duas anteriores representam as
formas reais. Este sinal possui trés pardmetros que o caracterizam completamente: a amplitude A, a
frequéncia Wy e o angulo de fase ¢.

1 T <

st [ ! [ ‘
/ . y \ K
0 ':'f |“\‘ "‘[ 'f- "[ n

Figura 1.3: Sinal senoidal de tempo discreto.

E necessario fazer uma observacgdo importante com relagio a frequéncia dos sinais continuos e dos
discretos. As letras maiusculas Q e F serdo utilizadas para representar as frequéncias analdgicas e as
minuasculas W e f serdo utilizadas para representar as frequéncias digitais. Neste caso W tem a unidade de
radianos por amostra e f a unidade de ciclos por amostra e estdo relacionadas por:

w = 2nf (1.14)
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As frequéncias analdgicas e digitais estdo relacionadas pelo periodo ou pela frequéncia de
amostragem do sinal como segue,

f=FT,=— (1.15)

em que, T, é o periodo de amostragem do sinal. Observe que quando for necessario determinar a
frequéncia de um sinal analdgico que gerou o amostrado basta multiplicar a frequéncia digital pela de
amostragem.

Para mostrar este resultado, considere o seguinte sinal senoidal de tempo continuo,

x(t) = Acos(2nFt + )

Admitindo que se colhe uma amostra deste sinal a cada T, segundos entdo o sinal amostrado sera
dado por:

x(nT, )= Acos(2nFnT, +¢)
Considerando f = FT,, como indicado pela equagdo (1.15), tem-se que:
x(n)= Acos(2nfn +¢)
Propriedades de um sinal senoidal de tempo discreto
a) Sinais senoidais cujas frequéncias sdo separadas por multiplos inteiros de 27 sdo idénticos.
cos|(wg +27M )n + ¢] = cos[wyn + 2tMn + ] = cos[w,n + ]

b) A taxa mais alta de oscilag@o para sinais de tempo discreto € obtida quando w =7 ou = 0.5.

Para provar esta propriedade, considere uma sequéncia x(n) tal que:

x(n)= Acos(wyn), emque: O<w, <=
Seja uma outra sequéncia x;(n), com frequéncia maior que 7, tal que:
x,(n) = Acos|(w, + )]
Assim, a principio, a frequéncia de x;(n) seria w, + 7, mas esta afirmagdo nao é verdadeira pois:
x,(n) = Acos|(w, + n)n] = Acos|(w, + 27 — nt)n]

Pela propriedade anterior, propriedade (a) e ainda relembrando que a funcdo cosseno ¢é par tem-se
que:

x,(n) = Acos[(w, —)n] = Acos|(r — w, )n]

Assim, a frequéncia deste sinal serd © - wy, logo ela pertence ao intervalo (0,m). Portanto a frequéncia
de oscilag@o mais alta ¢ obtida quando w = m.

¢) Ums sinal senoidal discreto ¢ periddico se e somente se a frequéncia for um niimero racional.
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Definicao: “Se uma sequéncia x(n) é periddica, com periodo N, entdo x(n) serd igual a x(n+N), em que N
¢ 0 menor inteiro que satisfaz a relagdo x(n) = x(n+N)”.

Seja:
x(n) = Acos(2nf,n)
Se x(n) & peri6dica entdo:
x(n) = Acos(2nf,n) = Acos[2nf, (n + N)| = Acos(2nf,n + 2nf,N)

Observe que pela propriedade (a) a relagdo acima ¢ verdadeira se existir um numero M, inteiro tal
que:

2nf N =27M = f =%

Portanto f; deve ser um numero racional para a sequéncia ser periddica.

d) Um sinal senoidal pode ser obtido pelas relagdes de Euler:

0, o-i0
cos() =& (1.16.2)
2
el? e 10
sen(0) = ——— (1.16.b)
2)
e!® = cos(6)+ jsen(p) (1.17)

1.4 Algumas definicBes sobre sinais de tempo discreto
1.4.1 Energia

A energia de um sinal de tempo discreto ¢ definida pela seguinte equagio:

. 2
E= > |xn) (1.18)
n=—w

Se o sinal x(n) apresentar energia finita ele ¢ chamado de sinal de energia. Os sinais de duragéo

finita, isto €, aqueles que apresentam somente N amostras ndo nulas, tém sempre energia finita. Os sinais

de duragdo infinita e que apresentam energia finita sdo caracterizados por valores de amostras que tendem
a zero conforme n tende a infinito.

E<wo = |x(n] >0, conforme n-— o (1.19)

1.4.2 Poténcia

Em geral, os sinais periddicos e os processos aleatorios apresentam energia infinita. Para estes casos
¢ apropriada a defini¢do de poténcia média que ¢ dada pela seguinte equagao:
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P lim — Z:|x(n)|2

N>%2ON +1 e

Se o sinal ¢ periddico, com periodo fundamental N, entdo a poténcia média ¢ definida por:

Exemplo 1: Determine a energia do seguinte sinal: x(n) = Ae”*"u(n), :a <1

o ) A2
E— Z|Aefan Z A2g-20n z (672“) _ o
n=0 -

n=0 e
Exemplo 2: Determine a poténcia da sequéncia degrau unitario u(n).

x . N N+1 . 1+1/N
z = lim

P = lim 1= lim

N*°°2N+1:o NoeoN +1h0  NPPoaN+1 NPP241/N 2

1

(1.20)

(1.21)

Exemplo 3: Determine a poténcia de um sinal complexo, composto pela soma de duas componentes

senoidais, com frequéncias w; e w, diferentes, tais que:

x(n)= Ae™" + Ael"
em que, A; e A, s8o constantes reais e positivas.

- Calculo de [x(n)|
[x(n) = x(n)X (n) = (Alejwl“ + A2eJ'W2”XA1e—J'W1" n Aze—iwzn)

= A+ A A A eI i)

- Calculo da Poténcia

= lim —Z:[A1 +A2 +AAQ( Jw—wo)n =W wz)n)]

N—owo N

N-1
_Al +A2 +AA, 11 ﬁZ(ej(Wl—Wz)n+e—j(W1—Wz)n)
n=0

1 N-1 . 11- ej(wl—wz)N
Examinando o limite: L = lim — (e’(wl’wz)”) lim——— =0

Noo N 4= Nowo N [ —elW-w)

Portanto:

-4 A]

Pode-se mostrar também que para M sendides complexas distintas a poténcia média sera:
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P=>) A (1.22)

M
k=0

Neste exemplo foram considerados sinais senoidais complexos. Para a situagdo em que se tem M
sinais senoidais reais com frequéncias distintas, a poténcia média sera dada por:

P:liAf (1.23)

1.4.3. Sequéncias simétricas e anti-simétricas

Seja x(n) uma sequéncia complexa e x"(n) o seu conjugado.
Uma sequéncia é chamada de simétrica (par) se: x(n)=x"(=n)
Uma sequéncia é denominada anti-simétrica (impar) se: x(n)=—x"(~n)

E possivel também obter uma sequéncia simétrica x.(n) ou uma anti-simétrica X,(n) a partir de uma
sequéncia qualquer x(n) através das seguintes expressoes:

xe(n):%[x(n)+ X (—n)] (1.24)

%, (n)= [x(n)—x* (—n)] (1.25)

1
2
1.5 Sistemas de tempo discreto

Os sistemas de tempo discreto sdo definidos do mesmo modo que os sistemas continuos. Eles sdo
definidos matematicamente como uma transformagdo que se opera em uma sequéncia de entrada x(n)

produzindo uma sequéncia de saida y(n) chamada de resposta do sistema a excitacdo x(n). Esta
transformagao ¢ representada pela seguinte relagéo:

y(n) =T[x(n)] (1.26)

em que o operador T[.] representa a transformacéo e a sua representagdo grafica ¢é feita pelo diagrama de
blocos mostrado na figura abaixo.

x(n) — Tx(@)] —» y(n)

Figura 1.4: Representacdo de um sistema de tempo discreto.

Exemplo 4: Segue a seguir alguns exemplos de sistemas de tempo discreto que sdo muito utilizados em
processamento digital de sinais:

a) Sistema de atraso

y(n)=x(n-ny) (127)




MB.J & = &,

SEL-EESC

Admitindo ng um ntimero inteiro positivo, este sistema atrasa (desloca) o sinal de entrada por nq
amostras. No caso de ng ser negativo ele avanga pela mesma quantidade de amostras.

b) Acumulador

O sistema acumulador calcula a soma de todos os valores passados da entrada até o instante presente
(atual). Ele ¢ definido pela seguinte equagao:

y(n) = _anx(k) (1.28)

Isolando o termo de ordem n da expressao acima se tem que:

n-1

<
—_
S5
~—
Il
Pas
—_
S
~—
+
>
—
=
~—

k=—o0
Observe que o segundo termo da equagdo acima representa a saida atrasada de 1 amostra. Assim:
y(n) = x(n)+ y(n-1) (1.29)

A equagdo (1.29) justifica o termo acumulador, pois a saida depende do valor presente da entrada e
do valor anterior y(n-1) da saida. Além disso, a sua resposta ndo é unicamente determinada pela entrada,
mas depende das condigdes iniciais do sistema, isto é, do estado do sistema antes de se aplicar a
excitagdo. Considerando, por exemplo, que no sistema que ¢é aplicado a fung@o nu(n), pode-se observar
que a saida depende de y(-1).

- admitindo y(-1) = 0 tem-se:
n

y(n)= Zn:ku(k):zn:kw(_l):zk: n(n-1)_n’>+n

k=0 2 2

k=—o0

- admitindo y(-1) = 1 tem-se:

y(n) = iku(k):ik+y(_l):ik+1: n(n—l): n2+n+?2

k=0 2 2
Observe que os resultados anteriores mostram que a saida depende de y(-1). Frequentemente, quando
as condicdes iniciais sdo nulas, isto €, y(-1) = y(-2) = ... = 0, o sistema ¢ dito estar em repouso (ou
relaxado).

c) Sistema sem memoria

Um sistema sem memoria ¢ aquele cuja saida depende somente da entrada no instante n. Por exemplo,
o sistema definido pela equagdo (1.30) ndo tem memoria.

y(n) = [x(n)] (1.30)
1.5.1 Sistemas lineares de tempo discreto

Um sistema linear de tempo discreto (que sera abreviado pela sigla (LTD) é aquele que obedece ao
principio da superposi¢do, isto ¢é: Admitindo y;(n), y»(n), .., ym(n) as respostas do sistema
correspondentes, respectivamente, as excitacdes x;(n), X,(n), ..., Xp(n), entdo o sistema ¢ linear se e
somente se :



Tlayx (n) + ayxy (n) +---ay xy (n)] = a,T[x; ()] + a,T[x, ()] + - + ay T [xy (n)]
Tlayx, (n)+ ayxy(n)+---ay Xy (n)] = a,y,(n) + a,y, () + -+ ay, yy (n) (1.31)
em que, M & um niimero inteiro qualquer e a;, a, ..., ay o constantes.
Exemplo 5: Exemplos de dois sistemas lineares:
a) O sistema y(n) = nx(n) é linear pois:
Ta,x, () + ayx, (n)] = nfa,x, (n) + a,%, (n)] = na,x,(n) + na,x,(n) = a,y,(n) + a, y,(n)
b) O acumulador definido pela equacdo (1.28) & um sistema linear pois:

n n n
y(n)= z [a,%, (k) + 2%, (k)] = &, z X (k) +a, Z X, (k) = a;y,(n)+2,y,(n)
k=—00 k=—o0 k=—o0
1.5.2 Sistemas lineares invariantes ao deslocamento
Um sistema LTD invariante ao deslocamento ¢ aquele cuja caracteristica ndo varia com o

deslocamento provocado na entrada. Assim, um sistema LTD ¢ invariante ao deslocamento se e somente
se:

T[x(n—ny)]=y(n—ny). (132)

Exemplo 6: Exemplos de sistemas invariantes e variantes ao deslocamento:
Seja y(n, Ny ) a saida do sistema quando se aplicado em sua entrada uma sequéncia X(n - Ny ) .
a) O diferenciador, y(n) = x(n) — x(n-1) ¢ invariante ao deslocamento pois:
y(n.ng)=x(n—ng)-x(n—ng ~1)=y(n-ny)
b) O sistema y(n) = nx(n) ¢ variante ao deslocamento pois quando ¢ aplicado x(n-ny) tem-se:
y(n.ng)=nx(n—ng)= y(n—ng) = (n-ng )x(n-ny)
¢) O sistema y(n) = x(-n) é variante ao deslocamento pois:
Seja: x,(n) = x(n - ny ), entio:
y(n)=x(=n)=x(-n-ng)= y(n-ny)
d) O compressor y(n) =x(Mn) ¢ variante ao deslocamento a nio ser que M =I.
Seja: x;(n)= x(n = ny ), entdo:
y(n) =% (Mn) = x(Mn—ng )= y(n - ng)

1.5.3 Sistemas causais

-10 -
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Um sistema ¢ chamado causal se o sinal presente na sua saida y(n), em qualquer instante n, depende
somente dos valores nos instantes passados da saida e nos instantes presente e passados da entrada {x(n),
x(n-1), x(n-2), ...}, e ndo depende dos valores futuros {x(n+1), x(n+2), ..., y(n+1), ...}.

Uma outra definigdo muito usual para os sistemas causais € a que segue:

“Um sistema é chamado causal se para qualquer instante ny a sua saida no instante n = ny, depende
0 0
dos valores da entrada para n < Il()”.

Exemplo 7: Exemplos de sistemas causais:

D yln)=x(n)-x(n-1)

3) y(n)=ax(n)+by(n-1)

Exemplo 8: Exemplos de sistemas ndo causais:
1) y(n)=x(n)+3x(n+4)

2) y(n)= x(nz)

3) y(n)=x(2n)

4 y(n)=x(-n)

1.5.4 Sistemas estaveis

Um sistema em repouso, ¢ estavel se e somente se para uma sequéncia de entrada limitada tem-se
uma saida limitada, isto é:

[x(M|<B, <o = |y(n)|<B, <o, (1.33)

em que B, e B, sdo constantes finitas.

Exemplo 9: Exemplos de sistemas estaveis

D y((n)=x(n-ny)

2) y(n)=[x(n)]
3)  y(n)=x(Mn)

Exemplo 10: O acumulador é um sistema instavel.

Seja x(n) = u(n) que ¢ limitada, pois o valor maximo da func¢do degrau unitario ¢ 1. Entdo:
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o= o= "

k=—00

Observe que embora n seja finito, ndo existe um valor fixo para By, como na defini¢do em (1.33), tal
que: (n+ 1) < By <oo.

1.5.5 Representacao em diagrama de blocos dos sistemas de tempo discreto

Sera util nesta parte fazer uma pequena introdugdo a representagdo por diagrama de blocos dos
sistemas LDT, pois ela facilita o estudo e a sua implementagdo. As principais operagdes em sistemas de
tempo discreto sdo mostradas pelos blocos abaixo.

a) Bloco somador

x1(n) y(n) = x;(n) + xp(n)

Xa(n)
b) Bloco multiplicador

x1(n) y(n) = x;(n).x»(n)

X,(n)

c) Bloco multiplicador por constante (a)

x(n) —— P y() = ax(n)

d) Bloco deslocador de amostras

x(n) —— 7" [ y(0)=x(n—ny)

Em que z"d é um operador de atraso que desloca x(n) por ng amostras do sinal. Este resultado ficara
aparente no estudo da transformada z, no capitulo 3.

Exemplo 11: Represente através de diagrama de blocos o seguinte sistema:
y(n)= y(n—1)+0.5x(n) + 0.5x(n - 1)
Rearranjando a equagdo acima de modo a se economizar um bloco multiplicador tem-se que:

y(n) = yln = 1)+ 0.5[x(n) + x(n - 1]
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Y

x(n) > S, y(n)
L 2-1 2-1 J

x(n-1) y(n-1)

Figura 1.5: Diagrama em blocos do sistema.
1.5.6 Sistemas lineares discretos e invariantes ao deslocamento

As defini¢des dadas anteriormente classificam os sistemas quanto as sua propriedades e categorias
tais como: linearidade, invaridncia ao deslocamento ou ao tempo, causalidade ¢ estabilidade. Os sistemas
lineares discretos e invariantes ao deslocamento que serdo abreviados por LID Sado os mais importantes
destes sistemas. Eles sdo caracterizados no dominio do tempo por sua resposta a fungdo amostra (ou
impulso) unitaria e como sera visto a seguir, a expressdo geral que relaciona a entrada e saida de tais
sistemas ¢ dada pela soma de convolugao.

Para se determinar a resposta do sistema a uma excitagdo de entrada x(n) qualquer, sera admitido que
h(n) ¢ a resposta do sistema LID a fun¢do amostra unitaria. Como foi visto anteriormente, veja equagao
(1.5), uma sequéncia x(n) pode ser escrita como uma soma ponderada de fun¢des amostras unitarias, tal
que:

o0

x(n)= Z x(k)s(n - k) (1.34)

k=—o0
Assim, por definigdo, a resposta de um sistema devido a excitagdo de entrada x(n) sera dada por:
0

y(n)=T[x(n)]=T Z x(k)5(n - k) (1.35)

k=—x

Como por hipdtese, o sistema ¢ linear, entdo, aplicando o principio da superposi¢do tem-se que:
o0

y(m)= 3 X )T[6(n k)]

k=—00
Como, também por hipdtese, o sistema é admitido ser invariante ao deslocamento, entdo a resposta a
excitacdo d(n-k) serd h(n-k), logo,

y(n)= > x(k)h(n - k) (1.36)

Observe que a entrada e a saida estdo relacionadas através de h(n), como consequéncia, um sistema
LID ¢ caracterizado completamente pela sua resposta a fungdo amostra unitaria, h(n). Assim, uma vez que
¢ dada a fungdo h(n), pode-se determinar a sequéncia de saida y(n) devido a excitagdo de entrada x(n)
através da equagdo (1.36).

A equacido (1.35) é conhecida pelo nome de soma de convolucdo ou simplesmente convolugdo entre
x(n) e h(n), sendo representa pelo operador *, isto &,

y((n) = h(n)=x(n).\ (137)

1.5.7 A soma de convolugao
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Suponha que se quer calcular a saida do sistema em um instante qualquer, n = ny. Utilizando a
equacao (1.36) tem-se que:

o0
y(ne) = > x(k)h(n, k) (1.38)
k=—0
Observe nesta equagdo que a soma ¢é realizada nos indices k e ndo nos indices n, além disso, este
indice ¢ invertido na resposta ao impulso do sistema. Desse modo pode-se resumir como segue as
operagdes envolvidas na soma de convolucao:

i. Rebate-se h(k) em torno de k = 0 para se obter h(-k),

ii. Desloca-se h(-k) por ny amostras a direita, se ny for um nimero positivo (ou a esquerda se ny for
negativo),

iii. Multiplica-se cada elemento x(k) por h(n, — k) para se obter a sequéncia x(k)h(n, —k),
iv. Somam-se todos os valores da sequéncia produto para se obter y(ny),
v. Repetem-se os passos acima para todos os valores possiveis de n de modo a obter-se y(n).

Exemplo 12: Determine a soma de convolugéo entre as seguintes sequéncias: h(n) ={1, 2, 1, -1} e x(n) =
{1,2, 3, 1}. O nimero em negrito indica o valor da sequéncia para o indice n = 0.

- Rebatimento de h(k): h(-k) = {-1, 1,2, 1}

- Calculo de y(0):
Lk=0
-1 1 2 1< h(-k)
1 2 3 1 xk)
002200 = y0)=4
- Calculo de y(1)

k=0
-1 1 2 1<«h(l-k)
1 2 3 1« xk)
01 4 3 0 = yl)=8

- No final, calculando a convolugdo paran =-1, 0, 1, ..., 5, obtemos y(n). Para os outros valores de n
os resultados sdo nulos.

y(n)={1,4,8,8,3,-2,-1}
Note neste exemplo que o tamanho da sequéncia x(n) € M = 4, o tamanho de h(n) ¢ N =4 e o de y(n)
¢ L = 7. Como regra geral tem-se que para sequéncia de tamanho finito a convolugdo produz uma
sequéncia finita de tamanho:

L=M+N-1. (1.39)

Uma outra observagdo importante é que para os sistemas continuos, lineares e invariantes no tempo,
a relagdo entre entrada e saida é regida pela integral de convolugdo, neste caso ¢ possivel somente estudar
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o comportamento teorico destes sistemas. Ja os sistemas LID s@o regidos pela soma de convolugdo em
que ¢é possivel, ndo somente estudar o comportamento teérico, mas também realiza-lo utilizando
processadores digitais através da implementagdo de um algoritmo que resolve a equagéo (1.36).
1.5.7.1 Propriedades da convolucéo e sistemas LID
a) A soma de convolugdo é comutativa, isto é,
o0
y(n) = x(n)* h(n) = h(n)* x(n) = > h(k)x(n - k) (1.40)
k=—o0

b) A convolucéo é associativa, isto €,

y(n) = [x(n)* b, ()]* h,(n) = x(n)* [, (n)* h, (n)] (1.41)

Esta propriedade ¢ interpretada do seguinte modo: Dois sistemas interconectados em cascata
correspondem a um sistema equivalente cuja resposta ao impulso ¢ a convolucao das respostas ao impulso
individuais dos dois sistemas.

x(n) —1 hy(n) h@) — y) —=> x(n) —{ h®)*h0) — y0)

Figura 1.6: Interpretagdo da lei associativa.
¢) A convolucdo é distributiva, isto €,
y(n) = x(n)* by (n)+ x(n)* hy (n) = x(n)* [y (n) + hy (n)] (1.42)

Dois sistemas em paralelo correspondem a um sistema cuja resposta ao impulso ¢ a soma das
respostas individuais dos sistemas.

h;(n)

X(n) —> E y(n) ——> x(n) —> hi(n)thy(n) —— y(n)
hy(n)

Figura 1.7: Interpretagdo da lei distributiva.

1.5.8 Causalidade e estabilidade em sistemas LID

Para os sistemas lineares discretos e invariantes ao deslocamento, as propriedades de causalidade e
estabilidade podem ser prontamente verificadas através da analise da resposta ao impulso do sistema.

a) Causalidade
Considere a saida de um sistema LID em um dado instante n,. Desse modo:
y(ny) = Z h(k)x(ny — k)
k=—o

Desdobrando a equacgdo acima em duas equagdes tem-se que:
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—1

)= 3 bl —K)+ 3 h(K)x(n, k)

k=—o0 k=0

¥(ng) = [+~ hl=2)x(ng +2)+ h(=1)x(ng + 1]+ [h(0)x(ng ) + h(1)x(ng —1)+ -]

O primeiro termo entre colchetes envolve os valores futuros de x(n): x(ny +1), x(ny +2), .... Como o
sistema ¢ causal a sua resposta ndo pode depender destes valores (futuros), assim, o primeiro termo deve
ser nulo. Para que eles sejam nulos deve-se ter portanto: h(-1) = h(-2) = ... = 0, ou seja a resposta ao
impulso deve satisfazer a seguinte condicdo:

h(n)=0, n<o0 (1.43)

Admitindo que se esteja trabalhando com um sistema causal, os limites na somatoria de convolugdo
podem ser modificados de modo a refletir a condi¢do estabelecida pela equacao (1.43).

y(n) = z x(k)h(n k) = z h(k )x(n — k) (1.44)

k=—o0 k=0

n 0

além disso, se a sequéncia de entrada x(n) também for causal, ento:

y(n) =Y x(k)h(n k) = > h(k)x(n - k) (1.44)

b) Estabilidade

A estabilidade ¢ também uma propriedade muito importante a ser verificada na implementagdo de um
sistema. Como exposto anteriormente, um sistema ¢é estavel se para uma entrada limitada a saida também
sera limitada. Novamente, utilizando a equacdo de convolugdo a admitindo que [x(n)| £ By < o, entdo
modulo da sequéncia de saida €,

ly(n) =

i h(k )x(n — k){ (1.45)

k=—o0

Iy(n) < i|h(k)|x(n—k)

mas, por hipotese [x(n)| < By, entdo:
y(n) < B, §:|h(k] .
Assim, para que o sinal de saida seja limitado deve-se ter que:
i|h(k)| < By <. (1.46)
k=—c0

Portanto, para que um sistema LID seja estavel, a resposta ao impulso deve ser absolutamente
somavel. Esta é uma condi¢do necessaria e suficiente, além disso ela indica que h(n) deve ser amortecida,
isto é, decair para zero conforme n se aproxima do infinito.
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A resposta ao impulso de um sistema de tempo discreto serve também para classifica-los em relacao
a sua duragdo:

- Os sistemas FIR (abreviagdo do inglés finite impulse response) sdo aqueles cuja resposta ao
impulso ¢ finita, isto € tém duracgdo limitada.

- Ossistemas IIR (abreviagdo do inglés infinite impulse response), isto é, aqueles cuja resposta ao
impulso ¢ infinita. Esta nomenclatura sera muito utilizada em projeto de filtros digitais.

Observe que os sistemas FIR sdo sempre estaveis, pois h(n) apresenta duragao finita.

1.6 Equagcdo linear de diferengas com coeficientes constantes

Uma das formas de se descrever um sistema LID ¢ através da sua resposta ao impulso e
consequentemente através da soma de convolugdo, contudo, na maioria dos casos é necessario ou
desejavel expressar o comportamento do sistema em termos dos valores presente e passados do sinal de
entrada, e também dos valores passados do sinal de saida. Podemos representar os sistemas discretos
através da equagdo linear de diferengas. Neste caso o sistema € prontamente implementado através de
blocos somadores, multiplicadores e de atraso. Além disso, ela serve como base para a obtengdo da
resposta em frequéncia do sistema, como sera visto mais adiante.

A forma geral para um sistema LID descrito através de uma equacdo linear de diferencas ¢ dada por:
N M
y(n):—Zaky(n—k)+2bkx(n—k) (1.47)
k=1 k=0

em que os coeficientes a ¢ by sdo parametros constantes do sistema.

Uma forma equivalente de descrever este sistema ¢ através da equagdo abaixo:

N M
Zaky(n—k)=2bkx(n—k) (1.48)
k=0 k=0

em que a, ¢ admitido ser igual a 1, e o limite N da somatoria ¢ chamado de ordem do sistema.

Observe que a equagdo (1.47) expressa a resposta do sistema LID como uma soma ponderada dos
valores passados de y(n), y(n-1), y(n-2), ..., y(n-N), e dos valores presente e passados, x(n), x(n-1), ...,
x(n-M), por isso esta equagdo também ¢é chamada de recursiva pois a saida depende de valores anteriores
da entrada e saida. Além disso para se determinar y(n) é necessario o conhecimento das condi¢des iniciais
do sistema, isto ¢, de y(-1), y(-2), ..., y(-N).

A equagdo (1.47) ¢é a forma geral de uma equagdo linear de diferengas e representa um sistema cuja
resposta ao impulso ¢ infinita (sistema IIR). No caso de sistemas com resposta ao impulso finita (sistemas
FIR), a saida depende somente dos valores presentes e passados da entrada. Desse modo, a, =0 :k =1, 2,
..., N e fica fécil mostrar que a resposta ao impulso h(n) é dada pelos proprios coeficientes by, ou seja:

b n=0,1,---, M
h(n)=4"" o 1.4
( ) {0, caso contrario (1.49)

Exemplo 13: Determine a equagio de diferengas para o sistema acumulador:




MB.J & = &,

SEL-EESC -18-

n-1

y(n)= ) x(k)+x(n) = y(n 1)+ x(n)
k=0

Assim, este sistema ¢é representado por uma equagdo linear de diferencas tal que comparando com a
equacdo (1.48)temos: N=1,a,=a;=1,M=0eby=1.

x(n) (M

N y(n)
z* J

y(n-1)

Figura 1.8: Diagrama em blocos do acumulador.

1.6.1 Solucéo da equacéo de diferencas
A solugdo da equagdo de diferencas, equacgdo (1.47), é composta de duas partes: A resposta natural
(ou homogénea), y,(n), que é devida a uma entrada nula, x(n) = 0, e a resposta particular (ou forcada)

yp(n), devida a uma entrada ndo nula. A resposta total do sistema é o resultado das duas respostas
anteriores.

y(n) =y, (n)+y,(n) (1.50)

Para se determinar y(n) é necessario o conhecimento das condigdes iniciais do sistema, isto €, o
conhecimento de y(-1), y(-2), ..., y(-N). Se as condig¢des iniciais sdo nulas o sistema esta em repouso, pois
ndo ha armazenamento de energia nas memorias do sistema.

A resposta natural

A resposta natural ¢é a solug@o da equacdo homogénea,
N
Zaky(n—k)zo (1.51)
k=0

Ela apresenta a seguinte forma:

=z

ya(n)=> i (1.52)

N
Zair”‘k =0 (1.53)
i=0

Resolvendo a equacdo acima calculamos r; e os coeficientes c; sdo determinados de modo a satisfazer
as condigdes iniciais. Para o caso em que uma raiz ¢ repetida M vezes, devem-se acrescentar os termos:

n n M-1.n

My, N, N7 (1.54)

A resposta particular (forcada)
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A resposta forcada ¢ a solugdo da equagdo de diferencas admitindo uma entrada diferente de zero.
Como estamos admitindo um sistema linear, a resposta é obtida supondo que a saida tenha a mesma
forma da entrada, por exemplo, para uma entrada senoidal a saida também sera senoidal provavelmente
modificada em amplitude e fase pelo sistema. A tabela abaixo resume as solugdes para as entradas mais
comuns utilizadas nos sistemas.

Tabela 1: Solugdo particular para algumas entradas.

Entrada Solucéo particular
1 (constante) ¢ (constante)
a" ca"
cos(wyn + ¢) ¢, cos(wyn) + c,sen(w,n)

Exemplo 14: Determine a resposta total do sistema LID representado pela equacdo de diferengas:
y(n)—4y(n - 2) = x(n) quando aplicamos na entrada a fun¢do degrau unitario. Admita as seguintes
condi¢des iniciais: y(-1)=1 e y(-2) = 0.

Observe que ag=1a;=0ea,=-4

- Resposta natural: r2—4=0 — r=+2

portanto: Y, (n) =G (2)n +C, (— 2)”

- Resposta particular: observe que a entrada vale 1 para n > 0, logo yp(n) = C. Substituindo na

equacdo de diferengas tem-se:

c—4c=1 —> c=-— —>yp(n)=—l, n>o0

3 3

- Resposta total: y(n) = yn(n)+ yp(n) __ 1 + ¢ (2)n +¢,(— 2)" nz0
3

As constantes ¢; € ¢, sdo determinadas utilizando as condi¢Ges iniciais. Assim,

1 _ _ 1 1 4
ye1)=1=—=+c ()" +c,(-2)" —¢-=c,=— (1)
3 2 2 3

y(—2):0:—l+c1(2)72+c2(—2)72 lClJflczzl (1)
3 4 4 3

Combinando as equagdes (i) e (II) tem-se que: ¢, =4ec, =-8/3

Portanto a resposta total sera:

1.6.2 Resposta ao impulso
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A resposta ao impulso de um sistema pode ser encontrada através da resposta ao degrau unitario,
supondo que o sistema esteja em repouso, isto €, com condig¢des iniciais nulas. Admitindo s(n) como a
resposta em repouso a fungdo degrau, entdo, pela equagdo (1.8), a resposta ao impulso sera h(n) = s(n) —
s(n-1).

Exemplo 15: Determine a resposta ao impulso do sistema dado no exemplo 14.

Para determinar a resposta ao impulso admitimos y(-1) = y(-2) = 0, logo,

1 _ _ 1 1 1
Y)=0=-=+¢,2)" +c,(-2)" —¢-—c;=— (1)

3 2 2 3

1 2 o 1 1 1
y-2)=0=-=+¢(2)" +c,(-2)7 —c+—c, == ()

3 4 4 3

Combinando as equagdes (i) e (II) tem-se que: ¢, =1lec, =1/3

Assim, a resposta total sera: s(n) = 1 +(2) +—(-2) nx0
3 3

E a resposta ao impulso serd h(n) = s(n) — s(n-1):

1.7 Representacdo de sinais e sistemas discretos no dominio da frequéncia

Devido ao fato de que quando o sinal de entrada ¢é senoidal a saida de um sistema linear é também
um sinal senoidal com mesma frequéncia da entrada, e a amplitude e fase determinadas pelo sistema, a
representagdo de sinais através de componentes senoidais ou entdo de exponenciais complexas ¢ muito
usual na teoria e pratica de sistemas lineares.

Considere um sistema LDI, com resposta ao impulso h(n), e em cuja entrada ¢ aplicada uma
sequéncia exponencial complexa da forma:

x(n)=e™, :—w<n<w (1.55)

A saida do sistema sera dada pela soma de convolugfo entre a entrada x(n) e a resposta ao impulso
do sistema h(n) tal que:

y(n)= "> h(k)e M+ (1.56)
k=—o0
Como o indice n ndo entra na somatoria,
y(n)=eM " hik)e ™ (1.57)

k=—o0

Vamos definir a seguinte funcdo:
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Hie™ )= i h(k e (1.58)

k=—o0

Esta fungdo é chamada de Resposta em Frequéncia do sistema. Observe que ela descreve a

alteragdo na amplitude da exponencial complexa, e em funcdo da sua frequéncia. A equagdo (1.58)
nada mais ¢ que a transformada de Fourier da sequéncia h(n). Assim, podemos escrever que a saida do
sistema sera:

y(n) = HleM P (1.59)

A saida, y(n), ¢ uma exponencial complexa da mesma forma que a entrada, mas modificada pela
amplitude e fase de H(e'"). Fica assim aparente que H(e'™) caracteriza completamente um sistema linear.

Em geral, representa-se a resposta do sistema por uma resposta de amplitude (médulo de H(e™)) e
uma resposta de fase tal que:

H(e""")z‘H(ejW]eMH(ejw) (1.60)

O termo |[H(e'™)| determina a amplificagdo (se |H(e™)| > 1) ou atenuagdo (se [H(™)| < 1) que o
sistema impde no sinal de entrada e o termo ZH(e™™) determina a quantidade de deslocamento de fase
imposta no sinal senoidal da entrada. Assim o médulo da resposta em frequéncia, [H(e'™)| é chamado de
resposta de amplitude do sistema e o termo ~H(e'™™) é chamado de resposta de fase

Exemplo 16: Considere o sistema de atraso: y(n) = x(n — ng). Aplicando a sequéncia exponencial
complexa x(n) = ™" na entrada deste sistema tem-se que:

y(n) _ ejw(n—nd) _ g lwng—iwng

Comparando a equagdo acima com a (1.59), concluimos que a resposta em frequéncia do sistema sera
dada por:

er)oermme s "1
AH(ejW):wnd

O conceito de resposta em frequéncia para os sistemas lineares ¢ invariantes no tempo € o mesmo,
tanto para os sistemas continuos como para os discretos. Contudo, a resposta em frequéncia para os
discretos tem uma diferenga fundamental, ela é sempre periddica, com periodo igual a 2r. Para
observar esta caracteristica considere uma frequéncia w = w + 27 na equagao (1.60). Assim:

0 o0
H(ej(w+2n)): Z h(k)e—j(w+2n)k _ Z h(k Je kg~ i2mk

k=—o0 k

—00

como 7™ = cos(2mtn) — jsen(2nn) = 1, entdo:

H(ej(w+2“))= i“h(k)e‘j‘”k = H(ej‘”) (1.61)
K=o

Portanto H(e™) é periodica, com periodo 27t. Desse modo, por conveniéncia e simplicidade ela serd
sempre expressa em um dos intervalos abaixo:
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{0SW<27: {Osf<1
ou

—-T<W<T -05<f<05

Exemplo 17: Determine a resposta em frequéncia do sistema cuja resposta ao impulso ¢ dada abaixo, e
também a sequéncia de saida, quando a sequéncia de entrada ¢ dada por: x(n) = Ae™?.

h<n>=(ljnu<n>

- Calculo da resposta em frequéncia do sistema, equaggo (1.58):

H(ejw)z ih(n)e‘j‘”” = i[l] g~ hwn :—1 1

N=—00 n=0 \ 3 - % eV

- Determinagdo da sequéncia de saida, equacéo (1.59):

y(n) = H(ejn/z)Aejnn/z _ 1 Ae /2 _ A[ 3 e—jo.szJejnnlz _A 3 pilhn/2-032)

14l Jio Jio

Este exemplo mostra que a saida continua sendo uma exponencial complexa com a mesma
frequéncia da entrada, com um deslocamento de fase provocado pelo sistema igual a —0.32 radianos e

uma alteracdo na amplitude pelo fator 3/ JE .

As mesmas conclusodes seriam validas se a entrada fosse uma sequéncia senoidal real. Se a entrada do
sistema consistir de mais que um sinal senoidal aplica-se o principio da superposigao.
1.8 Transformada de Fourier para sequéncias

O par de transformadas de Fourier para uma sequéncia ou sinal discreto x(n) ¢ definido pelas
seguintes equagdes:

X(ejw)=

n

> (1.62)
x(n):LjEX(ejWFW”dW. (1.63)

2n =,

A equagdo (1.62) ¢ a transformada de Fourier direta para sequéncias ou sinais discretos, também
chamada de equagdo de anélise, € a equagdo (1.63) ¢ a transformada de Fourier inversa ou equagdo de
sintese pois reproduz x(n) a partir de seu espectro de frequéncia. A transformada X(e'") é uma fungéo
complexa e portanto € usual escrevé-la na forma polar, isto &,

e ‘X(e e 1x ") (1.64)

O mobdulo da transformada é conhecido como espectro de amplitude, e a fase como espectro de
fase. O espectro de fase ndo é determinado unicamente, desde que qualquer inteiro multiplo de 27 pode
ser somado a fase sem afetar o resultado final. Em geral, determina-se o valor principal, identificado por
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ARG[X(e™)] e com valores entre + 1. Como discutido na se¢fio anterior, tanto o espectro de fase como o
de amplitude s@o periddicos com periodo 2.

Uma pergunta que se origina durante o calculo da transformada é: “Qual a classe de sinais de tempo
discreto que pode ser representada pela transformada de Fourier?” Neste caso deve-se analisar a

convergéncia da transformada. Para que a transformada exista, a equacdo (1.62) deve convergir, isto ¢, a
condigdo abaixo deve ser satisfeita:

‘X(ejW]<oo S0<wW<2n (1.65)

Observe que:

‘X(ejW]: ix(n)e—jwn < Z|X(nl‘e—jwn

N=—o0 N=—c0

E

[X(e™] < S Jx(n) <. (1.66)

Portanto, a condi¢dao suficiente para que a transformada de Fourier exista é que x(n) seja
absolutamente somével.

Exemplo 18: Determine a transformada de Fourier da sequéncia x(n) = a"u(n).

0

X(ej""): i aMe—iwn _ z(ae,jw)n
n=0

n=0

Observe que a série acima € uma progressdo geométrica com razdo ae’”. Admitindo que |ae™| <1, o
que ¢ equivalente a admitir que |a] < 1, tem-se que:

x(e)-—1 (1.67)

1—ae ¥

A condi¢do anterior |a] < 1 implica a sequéncia x(n) ¢ absolutamente somavel, garantindo a
convergéncia uniforme da série

Uma observacdo importante a se fazer é que existem algumas sequéncias que ndo garantem a
condi¢do da equagdo (1.66), mas mesmo assim € possivel encontrar a sua transformada de Fourier. Em
particular, é possivel relaxar esta condi¢do e calcular a transformada de Fourier de sequéncias cuja
energia ¢ infinita. Existem outros casos onde as sequéncias ndo sdo nem absolutamente somaveis, nem
tém energia finita, mas é possivel calcular a transformada fazendo uso da fungdo impulso unitario. (Veja
Openheim , 1989, exemplo pp 49).

1.8.1 Espectro densidade de energia

Foi definido na se¢@o 1.3.1 que a energia de um sinal é dada por:

o0

E= Sof = 3 XK (0)

n=—c0 n=-ow
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Utilizando a defini¢do da transformada inversa de Fourier, equacdo (1.63), a transformada de Fourier
inversa do conjugado de uma sequéncia é,

™
* 1 * i i
X' (n)=— j X (e’w)e 11 gy
2n 2,
substituindo na equagdo acima se tem que:

© T
1 wf i
E-= Zx(n — j X (eJW)e’JW”dW
n=—o0 21 —n
Trocando a ordem das opera¢des da somatéria com a integral,
1T el -
E=— I X*(e"”){ Z x(n)e"””}dw
21 —n n=—o0

Observe que a quantidade entre paréntesis ¢ a transformada de Fourier de x(n). Assim, a energia de
x(n) pode ser determinada utilizado a sua transformada de Fourier, ou seja,

E:ij[.x*(eiw)x(eiw)dw=iﬂx(ejwlzdw (1.68)
2n 2, 2n *,
A quantidade:
sx(eiw)z‘x(eiW}2 (1.69)

representa a distribui¢do de energia da sequéncia x(n) em fungdo da frequéncia e por isso mesmo ela é
chamada de Espectro Densidade de Energia de x(n)

Exemplo 19: Determine a transformada de Fourier e o espectro densidade de energia da sequéncia,

x(n) =

A 0<n<M-1
0, c.c.

Admitindo que M seja um numero finito, x(n) ¢ absolutamente somavel e portanto apresenta
transformada de Fourier, pois,

00

z|x<n1:“:z:w:MW<oo

N=—o
Célculo de X(e™):

_ e—jwM

( jw) Mz_l jwn 1
Xe'™|= Ae™ ™ = A——
=0 1-e W senw / 2

_ Ae_jW(M_l),z senwM / 2

O modulo e a fase do espectro sdo:
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senwM / 2
w) |A|—, —T<W<T w)_ B
‘X(e ]— senw/ 2 e LX(e )_ w(m-1)/2
MIA, w=0

O espectro densidade de energia é dado pelo quadrado do modulo de X(e™), assim:

S(ejw): (A senwM / 2}2

senw / 2

S R VR
L m—

-T -4n/M -2n/M 0 2n/M 4n/M T

L L H L L w
-T -4n/M -2n/M 0 2n/M 4n/M T

Figura 1.9: Espectro de amplitude e de fase para o exemplo 17, admitindo A=1eM = 5.

1.8.2 Propriedades da transformada de Fourier para sinais discretos

No célculo da transformada de Fourier, o conhecimento e utilizagdo de certas propriedades facilitam
0 uso e interpretag@o dos resultados.

a) Simetria

Quando o sinal satisfaz certas propriedades de simetria no dominio do tempo, estas impoem certas
propriedades na transformada. Antes de listar estas propriedades considere as seguintes defini¢des:

Sequéncia conjugada simétrica: X, (n) =X, (— n)=— [X(n) + X (— n)] (1.70)

Sequéncia conjugada anti-simétrica: X, (n) = —xy(- n) _1 [X(n) -x (— n)] (1.71)

Propriedades de simetria

L. X' (n) o X" ") (1.72)
2 Re{((n)} <> X,(e™) (1.73)
3. jIm{x(n)} < X, (") (1.74)

4, x,(n) & Xgle™) (1.75)
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5. %,(n) <> jx, ™) (1.76)

Admitindo x(n) uma sequéncia real tem-se X(e'V) é:

6. Conjugada simétrica: X (e jw) = X" (e_jw) (1.77)
7. A sua parte real é par: XR( W) XR((e ‘W) (1.78)
8. A sua parte imaginaria ¢ impar: X (e JW) (e ’W) (1.79)
9. O seu modulo é par: eJW] Xle JW} (1.80)
10. A sua fase é impar: 4X(e"”):—zx(e JW) (1.81)

b) Propriedades e teoremas gerais
Além das propriedades de simetria, tém-se também outras propriedades muito importantes que
relacionam opera¢des com sequéncias e facilitam o uso e obtengdo de resultados tedricos com sinais €
sistemas. Estas propriedades sdo listadas abaixo sem a preocupacdo em prova-las. Desde que elas sdo
similares ao caso da transformada de Fourier para sinais continuos recomenda-se como exercicio a prova
destas propriedades.
1. Linearidade
ax(n)+by(n) < ax (e jW)+ by (e j‘”) (1.82)
2. Deslocamento no dominio do tempo
x(n —ny )= e M X(e jW) (1.83)
3. Deslocamento no dominio da frequéncia
eMnx(n) = x [ 0-)) (1.84)
4. Reversdo do tempo

x(-n)=x[e) (1.85)

5. Diferencia¢do no dominio da frequéncia

nx(n) = ji X(e’jw) (1.86)
dw

6. Teorema de Parseval

Este teorema relaciona o calculo da energia do sinal no dominio do tempo com o célculo no dominio
da frequéncia (ver espectro densidade de energia secdo 1.7.1)

E - §:|x(n)|2 - ﬂx JW] (1.87)

n=—w 2n -
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ZX(n)y*(n):L]Ex(ejw){*(ejw)dw (1.88)

n=—0 21 —n

7. Teorema da convolucéo
x(n)* y(n)= X(e j‘”){(e j‘”) (1.89)
8. Teorema da modula¢do ou janelamento
w(n)x(n) = € J- X (eje){* (ej(W‘e))de (1.90)
21 2,

Exemplo 20: Determine a transformada de Fourier da seguinte sequéncia,

x(n) = al"

‘o <1
Para resolver este exemplo vamos expressar x(n) como a soma de duas sequéncias, x;(n) e X,(n),
n

xl(n):{an’ nz0 4 Xz(n):{a‘, n<o

0, n<o0 0, n=0

A transformada de Fourier da sequéncia x,(n) ja foi calculada no exemplo 16 e vale:
1

X, (e)= —

) . -1 _ 0 _ jw
- Cileulo de Xy(e™): X, (™)=Y ae " =3 (ael) - 2
n=—s n-i 1-ael”
Aplicando o teorema da linearidade tem-se que:

2

X(eiW)= Xl(ejw)+ Xz(ejw): 1_ale—iw " :(:eij i 1—2a1c_ojw+az

Como |a| < 1, o espectro de fase é nulo pois X(e'™) é real e sempre positiva.

1

(a)
0.5F ‘ ‘
0 L | ‘ l l ‘ L n
10 8 6 4 2 2 4 6 8 10
4 (b)
2 ﬁ—/_//¥
0 L L n w
T 2 -1 1 2 T
2 (c)
0 w
_2 -

3

—é ;I. 0 1 2
amplitude; (c) espectro fase para o exemplo 19.

-3 -
Figura 1.10: (a) sequéncia x(n), (b) espectro de
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Exemplo 21: Determine o modulo e a fase da fungdo do sistema do filtro de média mével, dado pela
equacdo de diferengas abaixo:

y(n) = Lix(n +1)+ x(n) + x(n - 1)}

3

Observe que este ¢ um filtro FIR (resposta ao impulso finita), a saida depende somente de valores
presentes ou passados da entrada. Assim,

h(n) = L 8(n+ 1)+ L5(n) + L5(n - 1)
3 3 3

Calculando a transformada de Fourier:
- 1y ; 1 2
He")y=—p " +1+e"j=—+=cosw
S 3 { } 3 3
Portanto:

‘H(ej‘”l :l|l+2cosw|
3

o)

0, 0<w<2m/3
n, 2n/3<w<m

Y PR Rpp———

- -2m/3 -n/3 n/3 2n/3 T

[ TSGR N ——

L s
n/ 2n/3 T
2

- -2n/3 -n/3

Figura 1.11: Espectro de amplitude e de fase para o exemplo 20.

Nos dois exemplos acima se pode observar que a resposta de amplitude ¢ uma fungdo par da
frequéncia e a de fase ¢ uma fungdo impar.

A representagdo de um sinal no dominio da frequéncia ¢ importante para se observar ¢ analisar o
contetdo de frequéncias de um sinal ou de um sistema. Em processamento de sinais esta informagao ¢é
muito importante e usual. Por exemplo, na analise de efeitos de filtragem, deve-se examinar e conhecer o
comportamento do sinal a ser filtrado no dominio da frequéncia, ¢ a qualidade e desempenho dos filtros
também ¢ estabelecida analisando a resposta em frequéncia destes. Quando se deseja transmitir sinais em
um canal de telecomunicagdes deve-se conhecer a sua resposta em frequéncia para que, baseando-se nesta
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informagao, seja possivel decidir que faixa ou grupo de frequéncias podem ser transmitidas através do

canal com pouca distorgao.

A tabela 2, mostrada abaixo, relaciona algumas sequéncias bésicas frequentemente utilizadas em
processamento de sinais, juntamente com suas respectivas transformadas de Fourier.

Tabela 2: Pares de transformadas de Fourier.

Transformada de Fourier

)
2. 8(n-ny)

3. a'u(n) :faj<1

4. un)
s r" senw,(n+1)
' senw,
6 Senwn
nn
7. xm={
. X(n) =
0,
8. g IWon

u(ny :Jrj<1

caso contrario

1

efjwnd
1
1—ae

1 o0
—+ 7 Y S(W+ 271k
o kz ( )

1
1-rcosw,e ™ +r’e”

LW <w,

0, w, <|W|£Tc

j2w

sen WM /2 oMM -1)2
senw/2

21 )" 8(W—W, +27k)

k=—c0
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Exercicios
1. Considere a sequéncia x(n) = (5-n)[u(n) — u(n-5)]. Desenhe:

a) x(n)

b) yi(n) =x(n-2)
) ya(n)=x(3-n)
d) ys(n) =x(2n-2)

2. Um sinal discreto ¢ definido por:

1
x(n)=<|n|+1’
0, c.c.

-3<n<3

(a) Determine a sequéncia x(n) e desenhe o sinal.
(b) Desenhe o sinal x(n-2).

(c) Desenhe o sinal x(n+2).

(d) Desenhe o sinal x(n).u(n).

3. Desenhe as seguintes sequéncias:

(a) x(n) = cos[(n/2)n]
(b) x(n) = cos[(n/6)n]
(¢) x(n)=u(n)—u(n-5)
(d) x(n)=(0.5)"u(n)
(e) x(n)=2"u(n)

4. Para os itens (a) e (b) do exercicio anterior, admitindo T, = 0.001, determine os sinais continuos no
tempo que geraram as sequéncias.

5. Expresse os sinais abaixo em termos de fun¢des padrdes. (admitida que eles sejam senoidais).
(a)

x(n)

(b) x(n)={1,0,-1,0,1,0,—1, ..}

6. Expresse a sequéncia abaixo em fungdo de fungdes degrau unitario ponderadas.

I, n=0

2, n=
x(n)= 3, n=2

0, c.c

7. Para cada um dos sinais abaixo, esboce x(n) ¢ determine E, ou P, e M.
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(@) x(n)=e ™ 2u(n)
(b) x(n)= icos[n(n—6k)/6]{u(n—6k)—u(n—6k—3)}
k=—o0

Determine a convolugdo para os seguintes pares de sinais:

a) x(n)={,2} e h(n)={,2,-1}

b) x(n)=3(n) e hn)={,2,3}

c) x(n)=a"u(n) e hn)=p"u(n) a=p
d)  x(n)=h(n)=a"u(n)

Determine a resposta ao impulso dos sistemas dados abaixo. (considere condi¢des iniciais nulas)

(@) y(n)=2x(n)+3x(n=1)+4x(n-2)+x(n—-4)

(®) y(n)=0.5x(n=2)+x(n=1)+0.5x(n)+ 0.25x(n-1)
(¢) y(n)=x(n)+ay(n-1

(d) y(n)=x(n)+ay(n-2)

(e) y(n)y=x(n)+x(n-1)+ay(n—1)

®  ym=xm+yn —1)—% y(n-2)

® y<n>zx<n>+x<n—z>+y(n—l)-iy(n—z)

Para cada sistema abaixo determine se eles sdo ou ndo: lineares, invariantes ao deslocamento,
causais, estaveis, com ou sem memoria. Prove as propriedades ou fornega um contra exemplo e
encontre a resposta ao impulso.

(@) y(n)=x<n)+%y(n—1>
) y(n):{x(n), n par

—x(n), nimpar
1

© y(m= > x(n-k)

k=—1
I, x(n)>1
(d) y(n)=4x(n), —-1<x(n)<l1
-1, x(n)<-1
(e) y(n)=x(2n)
Para os sistemas abaixo encontre a resposta ao impulso, a resposta em frequéncia (simplifique o

maximo possivel a equagdo), esboce o espectro de amplitude e descreva em termos gerais o efeito de
filtragem em um sinal.

(@ y(m=xm)-ynh-2)
(b) y(n)=2x(n)+x(n-1) +% y(n-1)

(c) y(n)=%{x(n)—2x(n—l)+x(n—2)}
(d) y(n)=x(n)+2x(n—=1)+3x(n=2)+2x(n—3)+x(n—4)



:,;.._SEI_-EESC -32-

12.

13.

14.

15.

16.

MB.J & = &,

Considere o sistema LID descrito pela seguinte equacdo de diferencas:
y(n) =x(nN)+x(n=1)+x(n-2)

(a) Determine h(n),
(b) Determine H(e™),
(c) Encontre a resposta deste sistema a entrada x = { 1, 0.5, 0.25 }

Considere o sistema SLI descrito pela seguinte equacdo de diferencas:
y(n) =x(n)+2x(n=1)+0.5y(n-1)

(a) Determine h(n),

(b) Determine H(e'"),

(c) Encontre a resposta deste sistema a entrada x(n) = u(n)
(d) Diagrama em blocos do sistema.

Considere o sistema causal LID descrito pela seguinte equagao de diferencas:
y(n)=ay(n—1)+x(n)—bx(n-1)

Encontre o valor de a # b para que a sua resposta em amplitude seja constante para qualquer
frequéncia. Este tipo de filtro ¢ chamado de passa tudo.

Calcule a transformada de Fourier das seguintes sequéncias:

@ x():{l’ 0<n<s

0, caso contrario
(b) x(n)=(=D"{u(n)-u(n-28)}
1, n=2
() x(n)=<-1, n=-2
0, cc.

d) x(n)= cos(% n+ gj

(&) y(m=j"x(n
(B y() =x(n)*x(=n)

Determine a equagdo de diferencas que caracteriza o sistema cuja resposta em frequéncia é dada por:

1w —-j3w
@ H(ejW):l ze' +e
l+1le ™+ 2e

—j2w

—jw_'_%e—sz

: e
Wy _
(b) H(e )_1_e_JW+%e_J2W

jwo_ 1

¢ He")=—— 2
() HE™) NETIPY T
2
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17. Se a resposta ao degrau unitirio de um sistema linear invariante ao deslocamento é:
n
s(n)= n(l) u(n), a>1. Determine a resposta ao impulso h(n) deste sistema.
Note que: 8(n)=u(n)-u(n—1)= h(n)=s(n)-s(n—1)

18. Considere o filtro digital abaixo. Admitindo uma frequéncia de amostragem igual 8000 Hz,
determine as frequéncias de corte inferior e superior e a largura de banda do filtro analdgico
equivalente.

Exercicios no computador:
19. Utilizando o Matlab gere e desenhe os sinais abaixo:

(a) x(n)=cos[(n/N)nJu(n) : N=2,5¢ 10

(b) x(n) =u(n) —u(n-5)

(¢) x(n)=25(n)

(d) x(n) = (0.5)"u(n)

(e) x(n)=2"u(n)

(f) ruido branco gaussiano com valor médio zero e desvio padrdo igual a 1.
(g) Ruido branco com distribuicio uniforme entre 0 e 1, e entre —0.5 ¢ 0.5

20. Considere o seguinte sistema LID:

y(n)=ﬁ{x(n)+x(n—l)+--~+x(n—N +1)}

(a) Determine H(e'") e também o modulo e a fase,
(b) Utilize o Matlab para desenhar o modulo e a fase (|w| < ) admitindo N=4, 5, 10 e 20.
(c) Comente os resultados.

21. Considere o seguinte sistema LID:

y(n) = %{x(n) +x(n=1)+x(n—-3)}

Utilize o Matlab para desenhar (utilize a fungdo grafica stem) a saida y(n) admitindo:

, 0<n<20
0, cc.

(@) x(n)= {

(b) x(n)=27" sen(gnju(n)
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Capitulo 2

AMOSTRAGEM DE SINAIS

2.1. Sinais de tempo discreto

Os sinais de tempo discreto apresentam valores definidos somente em determinados instantes do
tempo. Geralmente eles provém de sinais (ou fung¢des) no tempo continuo que sdo medidos ou gravados
em intervalos de tempo regularmente espacados. Nas ultimas décadas estes sinais assumiram grande
importancia devido ao desenvolvimento da eletronica digital e dos computadores pessoais. Por ser
impossivel introduzir dados continuos nos computadores digitais, qualquer sinal ou dado necessita ser
representado por um conjunto de nimeros para processamento posterior. Se pretendermos trabalhar com
sinais de tempo discreto, primeiramente devemos amostrar o seu equivalente de tempo continuo. Na
pratica a operacdo de amostragem ¢ executada por um conversor AD (conversor analdgico-digital) que
inclui também a quantizagdo das amplitudes das amostras e a digitalizagdo. Assim, a saida do conversor
AD ¢ uma série de valores digitais. A operagdo reversa para a reconstrugdo de um sinal continuo a partir
de suas amostras ¢ conhecida como conversao digital analogica (DA). A teoria da amostragem tem um
papel muito importante no desempenho de qualquer sistema de processamento digital de sinais. Neste
capitulo serd apresentada uma breve discussdo sobre a teoria da amostragem de sinais, que estabelece as
condicdes basicas para que um sinal de tempo continuo seja representado unicamente por suas amostras
tomadas em instantes de tempo regularmente espacados.

2.2. A amostragem de sinais

A teoria da amostragem ¢ a base matematica para se obter um sinal x(n) de tempo discreto a partir
de um sinal x(t) de tempo continuo. A obtencdo de uma sequéncia de amostras x(n) a partir de um sinal
x(t) continuo no tempo pode ser representada pela seguinte relagao:

X(n)=x(t) _y, =x(nT,) 2.1

em que T, é chamado de periodo de amostragem, e n é um niimero pertencente ao conjunto dos nimeros
inteiros. O inverso deste periodo, F, = 1/T,, é chamado de frequéncia de amostragem, com unidade em
amostras por segundo ou em Hz.

A sequéncia de nimeros x(n) é algumas vezes denotada por vetor X = {x(n)} , -co <n < +oo, em que
x(n) € o n-ésimo elemento da sequéncia. Um exemplo de um sinal de tempo discreto ¢ mostrado na figura
2.1, em que as amostras sdo tomadas em intervalos regularmente espagados por T, segundos e as raias
perpendiculares ao eixo do tempo representam o sinal de tempo discreto. Note que entre dois intervalos
de tempo sucessivos nada ¢ definido sobre o sinal.

x(t)
x(n) ;

— T, <
Figura 2.1: Sinal amostrado.

Uma maneira de se visualizar o processo de amostragem ¢ ilustrado pelo diagrama de blocos da
figura 2.2. O sinal de tempo continuo x(t) é aplicado a um multiplicador. Este sinal é multiplicado por
uma sequéncia periddica de impulsos regularmente espagados por T, segundos p(t), chamado de trem de
impulsos, tal que:
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p(t) = i 3(t-nT,) 22

N=—00

Na saida do multiplicador temos o seguinte sinal:

x, ()= x(t)p(t) = ix(nTa)é(t—nTa)= X(nT,) 23

/\Af\ X)) 0T (ﬂ\M
p()
I

T,

Figura 2.2: Representagdo do processo de amostragem.

A multiplicag¢do do sinal pelos impulsos converte x(t) em um sinal de tempo discreto, e forma uma
sequéncia de nimeros x(n) em que os valores das amostras sdo indexados pela variavel inteira n, ou seja,

x(n)=x(nT,) 2.4

Assim, como visto no capitulo 1, admitindo n > 0, a sequéncia x(n) pode ser escrita como uma soma
de impulsos unitarios ponderados tal que:

x(n)=x(0)8(n)+ x(1)8(n — 1)+ x(2)8(n — 2)+ --- 2.5
ou seja, x(n) pode ser considerada uma sequéncia de nimeros (um vetor), que em ultima analise
representa o sinal original. Esta sequéncia de nimeros pode ser transmitida ou entdo armazenada em um

computador para o processamento (tratamento) digital do sinal.

Tabela 1: Valores tabelados ou armazenados relativos ao sinal real.

n sinal no instante n
0 x(0)

1 x(1)

2 x(2)

3 x(3)

4

x(4)

Observe que o sinal, ou sequéncia x(n), é discreto no tempo, mas os seus valores ou amplitudes para
cada indice de tempo pertencem ao campo dos nimeros reais.

2.3. O teorema da amostragem
O efeito da amostragem em um sinal ¢ melhor analisado no dominio da frequéncia utilizando a

transformada de Fourier (Joaquim e Sartori, 2003). Sabe-se da teoria de Fourier que a transformada da
fun¢do trem de impulsos em (2.2) é dada por:
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iﬁ(t—nT 2n isg kQ, )

n=—o0 Ta k=—00

em que Q, =27/T,.

A transformada de Fourier do sinal da equagdo (2.3), que é o produto de duas fungdes, sera dada
pela convolugdo entre as transformadas de x(t) e p(t):, assim:

X, ()= zi x(@)* P(©) 26

em que X,(Q) ¢ a transformada de Fourier do sinal amostrado. Assim,

trocando a ordem da somatoria com a convolugao tem-se,

X,(@)=— 3 x(@)* s@-ka,),
Ta k=—c0
portanto,
1 o0
Xa(Q):_ZX(Q_kQa) 2.7
Ta k=—o0

Note que o espectro do sinal amostrado é periddico, com periodo Q,, pois estamos no dominio da
frequéncia. Ele consiste de um nimero infinito de cdpias do espectro X(€2), do sinal de tempo continuo.
Estas copias sdo regularmente espacadas pela frequéncia de amostragem Q,. A figura 2.3, mostra um
exemplo da amostragem de sinais considerando o dominio da frequéncia.

Analisando a equacdo (2.7) e com o auxilio da figura 2.3.d, podemos observar que as copias
repetidas do espectro de x(t) podem se sobrepor. Primeiramente devemos observar que para que estas
cOpias ndo interfiram umas com as outras, o espectro de x(t) deve ser limitado em uma frequéncia
maxima. Seja Qy a frequéncia maxima do sinal a ser amostrado. Observando a figura 2.3.c nota-se
claramente que para ndo haver superposi¢do espectral deve-se ter que:

Qy <Q, -Qy 2.8

Desse modo, para que ndo haja superposicdo, a frequéncia de amostragem deve ser no minimo o
dobro da frequéncia maxima do sinal, isto é,

Q, >20,, 2.9

Se a condi¢do acima ndo € satisfeita, ou seja, Q, <2Q),, as copias do espectro de x(t) se

superpdem, causando a perda no formato do espectro original. Observe a ilustragdo na figura 2.3.d. Este
fenomeno ¢é conhecido na literatura como aliasing (superposigio espectral). Neste caso o espectro original
¢ perdido e ndo pode mais ser recuperado a partir do sinal amostrado.
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X(Q)
(a)
-QM/\QM
b
2Q, -Q, Q, 2Q,
a(€2)
Q> 20 ©
AN WA
(d)

Figura 2.3: Efeito da amostragem no dominio da frequéncia.
Neste caso X(£2) ¢ o espectro do sinal continuo no tempo,
e X,(Q2) € o espectro do sinal amostrado.

Por outro lado se a condigdo em (2.9) ¢ satisfeita o espectro original da banda basica (em torno da
frequéncia zero) ¢ mantido inalterado e pode ser recuperado através de uma filtragem por um filtro passa-

baixas ideal com frequéncia de corte Q,/2.

X(Q)
Ao
Qv | Qu

Xa(QQ)

Q>zQM/.\:f7[\/\ ()
NG

Qa/ 2 Qa‘Q M

Figura 2.4: Espectro do sinal original e sinal amostrado sem aliasing.

Com as consideragdes acima, podemos agora enunciar facilmente o teorema da amostragem como
segue:

Se x(t) é um sinal estritamente de banda limitada, isto é,

X(@Q)=0, >y,

entdo este sinal x(t) pode ser recuperado a partir de suas amostras x(nT,) se:

2n
Q, =—2>22Qy 2.10

Ta
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A frequéncia Qy ¢ chamada de frequéncia de Nyquist, e a frequéncia minima de amostragem, 2y,
¢ chamada de taxa de Nyquist.

Todos os sinais encontrados nos sistemas fisicos nunca sao, estritamente falando, de banda limitada,
assim, antes do processo de amostragem ¢ comum filtrar o sinal (filtro anti-aliasing) a fim de se
minimizar a energia do sinal acima da frequéncia de Nyquist (limitar o sinal em banda), para, desse
modo, minimizar o efeito do aliasing que ocorre durante a conversdo analdgico-digital.

Xa(©?) X(Y)

J\ /T\ /\ X(NT4) H(O x®) |

-Q, -Q Qv Q. © Q| Qy
H(Q)

0o O Q.=Qy ou Q.=Q,/2
Figura 2.5: Reconstrucao do sinal: filtragem do sinal amostrado
e recuperagdo do sinal original.

Algumas consideracdes praticas

Na realidade impulsos com duragdo nula ndo existem. Na pratica a amostragem ¢ realizada através
de um circuito amostrador-segurador. O sinal amostrado ¢ aproximado por uma aproximacao em degraus
entre dois instantes adjacentes de amostragem, e em seguida quantizado. Neste caso o filtro de
reconstrucdo deve ser levemente modificado para compensar a aproximac¢do em degraus (oppenheim
1979, Joaquim, 2003).

Como dito anteriormente, para assegurar que ndo haja ocorréncia da superposicdo espectral
(aliasing), o sinal antes de ser amostrado ¢ filtrado a fim de limita-lo em banda, em uma frequéncia
maxima, por exemplo, Qy. Este filtro é chamado de filtro anti-aliasing, e serve também para limitar o
ruido presente no sinal de tempo continuo, antes do processo de conversdo analogico-digital. Ele serve
também para facilitar o projeto pratico do filtro de reconstrugdo, que ndo apresenta uma transi¢ao abrupta
entre a banda de passagem e de atenuagdo, a taxa de amostragem ¢ feita levemente superior a de Nyquist.
Na figura 2.5 H(QY) representa um filtro de reconstrucao ideal.

O ouvido humano ¢ capaz de identificar frequéncias entre 20 Hz ¢ 20 kHz. Para sinais de audio a
frequéncia amostragem ¢ padronizada em 44.1 kHz em vez de 40 kHz. Em telefonia a 90% da energia do
sinal da fala esta presente em frequéncias até 3.4 kHz, que ¢é suficiente para preservar a qualidade das
conversagdes, ¢ a taxa de amostragem ¢ padronizada em 8 kHz em vez de 6.8 kHz, permitindo uma
banda de guarda de 1.2 kHz que facilita o projeto pratico do filtro de reconstrugdo. Em pesquisa a taxa de
amostragem ¢ muitas vezes elevada para 10 kHz.

2.4. Conversdo da taxa de amostragem

Em algumas aplicagdes especiais, como por exemplo alguns tipos de codificagdo de banda, existe a
necessidade da modificacdo da taxa de amostragem de uma sequéncia x(n). Podemos reduzir ou aumentar
a taxa de amostragem por um determinado fator inteiro, ou entdo modifica-la por um fator racional. Este
processo ¢ conhecido como conversdo da taxa de amostragem e pode ser realizado diretamente no sinal
de tempo discreto

Reducédo na taxa de amostragem por um fator inteiro
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A reducdo da taxa de amostragem por um fator inteiro, M, é feita tomando todas as amostras do
sinal multiplas de M, isto &,

Xg () = X(t),_pyr, = X(MMT, ) = (M) 211

Observe que, para o sinal re-amostrado, o novo periodo de amostragem ¢ MT,. Fica claro que esta
operagdo pode resultar em aliasing (superposig¢do espectral).

Calculando a transformada do sinal re-amostrado x4 (t) = x(NMT, ) tem-se que:

1L 0
X4(Q)=— ZX{Q—k—aJ 2.12
MT, K— M

Neste caso a nova frequéncia de amostragem ¢ Q,/M, que é menor do que Q, Assim, para se
prevenir a superposicdo espectral o sinal x(n) deveria ser filtrado antes da conversdo da amostragem.

No dominio da frequéncia digital a transformada de Fourier de Xy (n) = X(nM), admitindo que

Q = w/ MT, ,apds alguma manipulagdo matematica pode ser mostrada que:

M-

Xyle™)= X (g iw-2m)r | 2.13

1
M k=0

No caso continuo, para se evitar a superposi¢do espectral, o sinal x(t) deveria ser filtrado por um
filtro passa-baixas com frequéncia de corte igual a metade da nova frequéncia de amostragem, Q,/2M.
Como, em geral, ja estamos trabalhando no tempo discreto, entdo filtramos o sinal discreto x(n) por um
filtro digital passa-baixas com ganho unitéario e frequéncia de corte digital, tal que,

Q T
W =—2T, =— 2.14

2M M

O processo de filtragem digital seguido da reducdo da amostragem ¢ chamado de um decimador e ¢
ilustrado pelo diagrama de blocos na figura 2.6. Assim, no processo de reducdo da taxa de amostragem
por um fator M, primeiramente a sequéncia ¢ filtrada por um filtro digital com ganho unitario e
frequéncia de corte igual a /M e em seguida faz-se a operagdo descrita pela equacdo (2.11).

x(n) | FPBx M X:(n)

E——
/M

Figura 2.6: Decimador.

Aumento na taxa de amostragem por um fator inteiro
Suponha que se quer aumentar a taxa de amostragem de uma sequéncia x(n), amostrada com um

periodo de T, segundos, por um fator de L, em que L ¢ um numero inteiro. A nova sequéncia, x;(n), pode
ser obtida a partir de x(n) através da seguinte transformacao:

n-fr-
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Observe que as amostras de x;(m), com indices multiplos inteiros tais que m = nL de x(m), sdo dadas
por:

x,(nL)=x(n) 2.16

Podemos concluir entdo que a equagdo (2.16) expande x(n) acrescentando L - 1 zeros entre cada
duas amostras adjacentes de x(n), ou seja, temos uma nova sequéncia X; (n) tal que:

5% (n)- x(n/L), n=0,+L,+2L,- -
"0, caso contrario ’ :

A figura 2.7.a, mostrada abaixo, ilustra esta operacao.

(b)

” hh?fﬂ hﬂﬂm W)

—_—

T./L

Figura 2.7: Interpolagdo no dominio do tempo.

Calculando a transformada de Fourier da sequéncia X; (n) da equacdo (2.17) tem-se que,

0

ii(ejw): Oi X (n)e " = Zx(n)e’j“LW

n=—o0 N=-—ow

portanto,
Xie™)=x(e1v) 218

Observe que X i (e jw)é uma versao de X(e jw), comprimida por um fator de escala L. Estas duas

transformadas estdo ilustradas na figura 2.8b e 2.8c. Observando esta figura podemos concluir que para se
obter x;(n) basta criar uma sequéncia como a da equagdo (2.17) e em seguida filtra-la com um filtro passa-
baixas digital com ganho L e corte em w, = n/L. O uso do ganho L pode ser justificado notando que,
como estamos comprimindo o sinal no dominio da frequéncia por um fator L e eliminando as
componentes de frequéncia entre /L e 27 - m/L, a energia do sinal diminuira por um fator igual a L%
Assim, estabelecendo o ganho do filtro interpolador igual a L a energia do sinal interpolado ¢ mantida
igual a do original. O sinal interpolado no dominio do tempo ¢ mostrado na figura 2.7.b.
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X(Q)
PN
Qu | Qu
X(e™)
1/T, (b)
—2I7'c -t T 2I7t

\AAA_ ¢

1
27/l -n/L 'w/L 2m/L

H(e™)
L (d)

1 1 1 1
2n 2n/L /L 'nw/L 2n/L 2=n

Xi(e™)

ALK A

2n 2w/l -p/L 'w/L 2n/L 2n

Figura 2.8: Processo aumento de aumento da taxa de amostragem.
(a) espectro do sinal origina; (b) espectro do sinal amostrado x(n);
(c) espectro de X; (n); (d) filtro de interpolag@o; (e) espectro de X; (n)

O processo de aumento na taxa de amostragem de uma sequéncia é chamado de interpolador, ¢ ¢é
ilustrado pelo diagrama de blocos da figura 2.9.

x(n) X

'L

i(n) | FPBx | x)
w/L

Figura 2.9: Interpolador.

Podemos ainda converter a taxa de amostragem por um fator racional de valor L/M, através da

interconexdo em cascata de um interpolador em seguida de um decimador, como mostra a figura 2.10
(Hayes, [14]).

X |y X (n) Fl:va X4 (n) M xa(n)

Figura 2.10: Conversdo por um fator racional.
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Neste caso o filtro passa-baixas, na figura 2.10, devera apresentar um ganho igual a L. Por causa de
que nos processos de decimagdo e interpolagdo tem-se dois filtros passa-baixas, estes dois sdo
substituidos por um unico filtro com frequéncia de corte abaixo:

.| T T
Wczrmn{—,——J 2.18
L M

Na conversdo da taxa de amostragem por um fator racional devemos ressaltar que primeiramente de
ser executada a operag@o de interpolacdo e apos a filtragem executa-se a operacdo de decimagdo para se
preservar o espectro de frequéncias da sequéncia.

Exemplo 1: Desejamos converter um sinal de dudio amostrado em 44.1 kHz (frequéncia para CD)
em um sinal com frequéncia de amostragem de 48 kHz (frequéncia para DAT digital audio tape),
utilizando o esquema da figura 2.10. Determine os fatores de conversdo L e M e a frequéncia de corte do
filtro passa-baixas.

_ L _48000 160 _ |\ _i0eM =147

M 44100 147
Portanto o filtro tera os seguintes parametros:

— ganho: L =160

L (T 7 7T
— frequéncia de corte: W, = min| —,— |=—
160 147) 160
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Exercicios

Enuncie e demonstre o teorema da amostragem.

Seja Q, a taxa de Nyquist para um sinal x(t). Determine a taxa de Nyquist para os seguintes sinais
formados a partir de x(t). Utilize as propriedades da transformada de Fourier para sinais de tempo
continuo.

a)  y(t)=4x(t)
(

byt =Lx),
dt

o) y(t)=x(4t),

d) y(t)=x(t)

Um sinal de eletrocardiograma (ECG) analdgico contém frequéncias tuteis até 100 Hz. Qual a taxa
de Nyquist para este sinal? Suponha que a taxa de amostragem seja de 250 Hz, qual a maior
frequéncia que pode ser representada unicamente nesta taxa? Se o sinal acima fosse amostrado em
150 Hz, o que aconteceria?

Um sinal continuo no tempo x(t) pode ser recuperado a partir de suas amostras x(nT,) com T, =1
ms. Qual é a maior frequéncia do sinal x(t)?

Seja x(t) = cos(500mt).
a) Determine a sequéncia x(n) para uma frequéncia de amostragem igual a 1000 Hz.

b) Determine a sequéncia x(n) para uma frequéncia de amostragem igual a 200 Hz (resp:
cos(0.57n).

¢) A partir de x(n) do item b, determine o novo sinal no dominio do tempo continuo utilizando
frequéncia de amostragem de 200 Hz.
d) Explique o que ocorreu no item c.

Suponha que desejamos converter um sinal de voz amostrado 8 kHz (frequéncia para canais
telefonicos) em um sinal com frequéncia de amostragem de 10 kHz, utilizando o esquema da figura
2.10. Determine os fatores de conversdo L e M e a frequéncia de corte do filtro passa-baixas.
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Capitulo 3

TRANSFORMADA Z

3.1 Introducéo

A transformada z ¢ uma ferramenta matematica importante para ser aplicada na andlise e representagio
de sistemas lineares de tempo discreto e invariantes ao deslocamento (SLDT). Ela pode ser considerada
como uma generalizagdo da transformada de Fourier para sinais de tempo discreto e desempenha o
mesmo papel que a transformada de Laplace tem na analise dos sistemas lineares de tempo continuo. Em
particular, a transformada z sera utilizada descrever um sistema SLDT através da sua fungdo de
transferéncia (ou fun¢do do sistema), H(z). A resposta em frequéncia é prontamente determinada
admitindo z = € e a estabilidade e causalidade do sistema ¢ verificada através do calculo dos polos e
zeros. A transformada z é também utilizada como uma ferramenta para se determinar o espectro de sinais
discretos em conjunto com a transformada discreta de Fourier.

3.2 Definicéo e convergéncia

Considere uma sequéncia infinita x(n): n = 0, £1, 2, ... A transformada z desta sequéncia ¢ definida
pela seguinte série de poténcias:

X(2)= Y x(n)e™" (.1)

Neste capitulo sera utilizado como notagdo, letras maitsculas para representar a transformada z de
uma sequéncia e mindsculas para representar os sinais de tempo discreto.

O operador z ¢ uma variavel complexa que pode assumir qualquer valor no plano z, onde a série dada
pela equagdo (3.1) converge. Formalmente, em muitas situagdes, ¢ mais usual e conveniente descrever
esta variavel na sua forma polar, representada por um modulo r e um angulo de fase w, tal que:

z=rel 3.2)

Admitindo z na forma polar € possivel interpretar a transformada z no plano complexo da variavel z,
como mostra a figura 1. Neste plano ¢ identificada uma regido de contorno em tal que |z| = 1, isto ¢, um
circulo de raio unitario onde se define, a estabilidade de sequéncias causais. Observe também que quando
|z| = 1 entdo r = 1 e portanto z = ¢'". Substituindo z = ¢'* na equagao (3.1) tem-se que:

x(z = eiW)z ix(n)e‘iWn (3.3)

Assim, no circulo de raio unitario, a transformada z da sequéncia x(n) ¢ a propria transformada
discreta de Fourier.
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Im([z]

R
N

Figura 3.1: Plano z ¢ circulo de raio unitario.

Re[z]

Note que w ¢ o angulo de fase do vetor z, medido entre o eixo real e o ponto z. Como no circulo de
raio unitario z = ¢, calculando a transformada z neste circulo, partindo de z =1 (w = 0) até z= -1 (w =
7) obtém-se a transformada de Fourier de x(n), para 0 < w < -n. Continuando o caminho em torno do
circulo unitario chega-se novamente a z = 1 (w = 2m). A partir de 2w, os célculos se repetem. Esta
reflexdo mostra que a transformada de Fourier € periddica, com periodo 2w, pois uma mudanca
equivalente a 2w no angulo w corresponde a percorrer uma volta inteira no circulo e chegada novamente
ao ponto de partida.

3.21 Regido de convergéncia
Desde que a transformada z ¢ uma série infinita de poténcias, ela existird somente para os valores de z
aos quais ela converge. Assim, a regido de convergéncia (que sera abreviada por RDC) ¢ definida para os

valores de z para os quais X(z) é finita. Portanto, para que X(z) exista a seguinte desigualdade deve ser
assegurada:

IX(z) = ZX(n)z’” <o (3.4)

A regido de convergéncia ¢ muito importante e deve ser sempre indicada juntamente com a
transformada z, como sera visto nos exemplos que seguem.

Exemplo 1: Determine a transformada z e a correspondente regido de convergéncia para as sequéncias
finitas dadas abaixo. Nestes exemplos, o termo em negrito indica o indice de tempo zero (n = 0).

a) x(n)=1{1,3,5,7,0,1}

X(z)=1+327"+522+727% + 27
RDC : todo plano z exceto z =0

b) x(n)={1,2,3,4,5,6,7}

X(z)=2*+2z+3+4z27 ' +52% + 627 +727*
RDC :todo plano zexcetoz=0ez=o

¢) x(n)=08(n+ny) :ng>0

X(z)=2"
RDC : todo plano z exceto z =, poisng >0

Com o auxilio dos exemplos acima podemos observar que para sequéncias finitas a transformada z
apresenta uma regido de convergéncia que engloba todo o plano z, exceto, possivelmente z = 0 ¢/ou z =
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. Observe também que cada expoente da variavel z contém informagdo a respeito da localizagdo
temporal das amostras. Assim, z* ¢ interpretado como um operador de deslocamento, isto é, um atraso de
kT, segundos (em que T, é o periodo de amostragem). Na transformada z, cada elemento da sequéncia é
equivalente & multiplicagio da amostra por z*.

Para se determinar a regido de convergéncia de uma sequéncia com duragao infinita vamos considerar
a varidvel z na sua forma polar. Através da definicdo de convergéncia dada pela equagdo (3.4) e
substituindo z por re’” tem-se que:

X(z) = Zx(n)r‘”e‘j""” <o (3.5)

N=—o0

Desenvolvendo a equagdo acima,

—jwnl _q

X(z) = i“x(n)r‘”e‘jWn < i‘x(n)r‘”e‘j""” = i‘x(n)r‘”

N=—o0 N=—o0 N=—o0

. pois ‘e

Desse modo, pode-se concluir que |X(z)| ¢ finita se a sequéncia x(n)r" for absolutamente somavel.
Separando na somatoria acima os indices positivos dos negativos, obtém-se:

(3.6)

O primeiro termo da equacdo (3.6) representa uma sequéncia lateral esquerda cuja regido de
convergéncia consiste do interior de um circulo de raio Ry, tal que Ry < oo, por causa do termo r". Do
mesmo modo, o segundo termo da equagdo acima representa uma sequéncia lateral direita cuja regido de
convergéncia ¢ o exterior de um circulo de raio Ry > 0, em que Ry é o menor valor de r tal que x(n)r™" seja
absolutamente somavel.

Consequentemente, a regido de convergéncia da transformada z para uma sequéncia de tamanho
infinito serd uma regido anular (um anel) dada pela intersec¢io das regides de convergéncia das
sequéncias lateral esquerda e direita, ou seja, ela sera tal que:

R, <|7] <Ry (3.7)

Observe que para a transformada z existir Ry devera ser maior que R;. Caso Ry < Ry ndo existird uma
regido de convergéncia comum as sequéncias lateral esquerda e direita, e portanto a transformada z da
sequéncia ndo podera ser definida. A figura 3.2, ilustra a regido de convergéncia para sequéncias de
duracdo infinita.
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Im

seqiiéncia lateral direita: {x(ny), x(ngt1), ...}

g

seqiiéncia lateral esquerda: {... x(ng-1), x(ng)}

Re

seqiiéncia infinita: {... x(-2), x(-1), x(0), x(1), ...}
Ru

raNVa War
NN

Figura 3.2: Regido de convergéncia para sequéncias de duragdo infinita.

Exemplo 2: Determine a transformada z e a regido de convergéncia da seguinte sequéncia:

x(n) = a"u(n) = {a”, n>0

0, n<o

solu¢do: utilizando a defini¢do da transformada tem-se:

X(z)=Y a"z" = i(az’l)n

n=0 n=0

Observe que a equagdo acima representa uma progressio geométrica com razdo oz'. Assim,
admitindo |az'| < 1, a série converge e, portanto a RDC sera |z| > |ol;

x(z)=;1 RDC: |7 >|qf
l-az”

A figura 3.3. mostra uma sequéncia do tipo a"u(n) e a regido de convergéncia da transformada z.
Observe que se |o| < 1, a RDC inclui o circulo unitério, apresentando, desse modo, a mesma transformada
de Fourier do exemplo 16 do capitulo 1, como seria de se esperar.
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Figura 3.3: Sequéncia a"u(n) e regido de convergéncia.

Como sera visto mais adiante, dois parametros importantes e muito utilizados na analise e na inversdo
das transformadas z s@o os seus zeros e os polos. Os zeros, como o proprio nome ja diz, sdo os valores da
variavel z para os quais X(z) = 0, e os polos da transformada sdo os valores de z para os quais X(z) — oo.
Portanto, pode-se concluir diretamente que a regido de convergéncia para uma transformada z nao pode
incluir os seus polos.

O exemplo 2 ilustra esta conclusdo. Observe que a transformada z apresenta um poloemz=a ¢ que a

regido de convergéncia obtida ndo inclui este polo pois |z| > |o.

Exemplo 3: Determine a transformada z e a regido de convergéncia da seguinte sequéncia:

x(n)=-a"u(-n-1)= 0, n=0

-a", n<o0

solugdo:
-1 ) o0
X(z)= Z—a”z‘” =—Z(a‘lz)n :I—Z(a‘lz)n
n=—wo n=1 n=0

A equagio acima ¢ uma progressdo geométrica com razio o'z, assim, admitindo |a'z| < 1, no qual a
série converge, tem-se que:

X(z):—1 RDC : |7 <|of
l-az™
x(n) Im(z]

Figura 3.4: Sequéncia -o"u(-n-1) e regido de convergéncia.

Observe que a transformada z deste exemplo é a mesma do exemplo anterior, o que difere sdo as
regides de convergéncia das duas sequéncias, este fato mostra a importancia de sempre se indicar a RDC
junto com a transformada.
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Exemplo 4: Determine a transformada z e a regido de convergéncia da seguinte sequéncia:

x(n)=a"u(n)+p"u(-n-1)
solugdo: aproveitando o resultado dos dois exemplos anteriores tem-se que:

- para o primeiro termo:

X,(2) = ——— RDC : |7 >|qf

l1—az™

- para o segundo termo:

X,(2)-——  RDC: [d|<[g

l—Bz-

Admitindo |a| < |B| tem-se:
1 1 -a
X(z)= - = RDC : |o| <|z| <|p|
l-az?' 1-Bz7' a+Pp-z-opz’
X(n) Im[z]
H || | § 3 EMJ%’ AM Re[z]

Figura 3.5: Sequéncia e regido de convergéncia para o exemplo 4.
Observe que se |a| > |B| ndo existe a transformada z desta sequéncia pois as duas regides de
convergéncia, dos exemplos 2 e 3, ndo se superpdem.
3.2.2  Propriedades da regido de convergéncia
1. A regido de convergéncia € um anel centrado na origem tal que:
0<R_<|7]<Ry (3.8)
em que Ry e Ry s@o os raios menor e maior que delimitam a RDC.
2. A transformada de Fourier da sequéncia converge absolutamente se a regido de convergéncia inclui o
circulo de raio unitario, pois neste caso, z = €' pertence a RDC,

3. A regido de convergéncia nao contém polos.

4. Se a sequéncia tem duragao finita entdo a RDC ¢ todo o plano z, exceto possivelmente os pontos z =
0 e/ou z = oo.
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5. Para sequéncias lateral direita a RDC se estende a partir do polo mais exterior no plano z incluindo,
possivelmente, z = co.

6. Para sequéncias lateral esquerda a RDC se estende desde o ponto zero até o polo mais interior no
plano z.

7. Para sequéncias bilaterais infinitas a RDC é um anel que ndo contém polos.

8. A regido de convergéncia é uma regido conectada.

3.3 Transformada z inversa

A andlise de sistemas lineares envolve em geral encontrar a fungdo de transferéncia do sistema e o
calculo da sua transformada z inversa (resposta a fungfo amostra unitaria). Existem diversos
procedimentos para se encontrar a transformada z inversa, em particular, serdo estudados neste capitulo
os métodos pelo calculo formal através do teorema da integral de Cauchy e teorema do residuo, método
por inspe¢ao, expansdo em fragdes parciais e expansdo em série de poténcias.

3.3.1 Método formal pela integral de contorno

A transformada z inversa ¢ calculada pela seguinte equagdo:
1 n-1
x(n)=—§ X(z)z"'dz (3.9)
2mj °¢

em que C ¢ uma regido de contorno no sentido anti-horario e que engloba a origem.
A solucdo da equacdo acima ¢ realizada pelo método dos residuos, que fornece um modo simples de
calcular a transformada inversa. Vale a pena provar o resultado da equacdo acima antes de apresentar o

método do residuo.

O teorema da integral de Cauchy estabelece que:

1 —k {11 -
— ¢z dz = (3.10)
27j isc 0, k=1

Como visto no inicio deste capitulo, sabemos que a transformada z de uma sequéncia x(n) €,

Multiplicando ambos os lados da equag@o acima por 2+r1 e integrando o resultado em uma regido

de contorno que engloba a origem e que pertence a regido de convergéncia de X(z) tem-se que:

1 k-1 1 ~ —n+k-1
—¢ X(2)2dz=— x(n)z dz
2ch§C ) 2nj§cz ™

n=—0

Trocando a ordem do somatério com a integral, pois as duas operagdes sao lineares,
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1 k-1 - 1 —n+k—-1
—¢ X dz = — d
o it;c (z)2""dz E x(n) it;z z

n=—c0 27[] c

Pelo resultado da equagdo (3.10), a equacdo acima ¢ valida somente quando k = n, entdo,
= X(@) "z =x(K)
P A (3.11)
27

como queriamos demonstrar.

Se a regido de convergéncia inclui o circulo de raio unitario, entdo podemos tomar como regido de
contorno este circulo no qual |z| = 1. Neste caso, substituindo z por " na equag@o (3.9), a transformada z
se reduz a transformada de Fourier da sequéncia e a regido de contorno estard entre + 7. Assim,

x(n):ijx(eiw)ejw”dw (3.12)

21

A equagdo (3.9) raramente ¢ utilizada, pois ndo ¢ uma férmula pratica para inversdo. Em engenharia
elétrica podemos notar que maioria dos sinais e sistemas apresenta uma transformada z racional, isto &,
uma razdo dentre dois polindomios. Neste caso, os polos da transformada sdo facilmente determinados e a
integral em (3.9) ¢ calculada utilizando o teorema do residuo. Este teorema fornece a seguinte formula
para a inversdo da transformada z,

x(n)= Z {residuos de X(z)z"™" para os pélos em C} (3.13)

O teorema do residuo de Cauchy estabelece que:

Seja G(z) uma fungdo da variavel complexa z e C uma regido de contorno. Se a derivada dG(z)/dz
existe na e dentro da regido de contorno, e se G(z) ndo contém polos em z = p,, entdo,

(3.14)

c 0, se p, esta foradeC

1 6@ {G(p0 ), se p, esta dentro de C
21 7 2-pg

Generalizando este teorema temos: se a existe a derivada de ordem k + 1 de G(z) e se G(z) ndo tem
polos em z = py, entdo:

1 d¥6(2)

L 6@ g k-1
=3(k-1p d
2r k P

, Se p, esta dentro de C

(3.15)

=P,

0, se p, esta foradeC

Exemplo 5: Determine a transformada z inversa de:

1
X(2)-—— :l>d
l-az™

- Multiplicando X(z) por z"' tem-se que:

X(z)2" =
1-a
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Se n > 0, existe somente um polo de primeira ordem em z = o. Assim calculando este residuo

determina-se x(n).

x(n)= residuode X (2)z2" ' emz=a

=(z-a) Z

Z—0

n
n n

=a

=17

=0

Se n <0 entdo temos polos em z = 0. Calculando o residuo para n = -1 tem-se:

x(n=-1)=residuode X(z)z"" emz=0 + residuoemz=0

-1
_ z
=7 1

=al-al=0

=

Z—0iz=0

Pode-se mostrar que x(n) = 0 para todo n < 0. Assim,

x(n)=a"u(n)

3.3.2  Método por inspecao

Este ¢ o método mais simples e direto para a obtengdo da transformada z inversa. Ele consiste em

Exemplo 6: Determine o sinal causal cuja transformada z é dada por:

-1 2
X(z)= — :
1-0.527 1-z7

reconhecer, por inspegdo, um par (ou pares) conhecido de transformada z, ele envolve, em geral o uso de
tabelas como a tabela 1, mostrada apos o exemplo 6.

Como por hipotese o sinal € causal, entdo a RDC pertence a regido |z| > ry = 1. Comparando as

transformadas da equagdo acima com a tabela 1 chega-se que:

Tabela 1: Lista de transformadas z usuais.

Sequéncia Transformada RDC
1. &(n) 1 todo plano z
1
2..u(n z|>1
™ - 2
1
3. —u(-n-1 7| <1
(-n-D L 4
4. 8(n-ny) _— todo plano z exceto 0 (se

ng > 0) ou o (se ng < 0)

5. a"u(n) | >

1-az”
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6. —a"u(-n-1 7| < |a
a"u(-n-1) T |2 <ol
7. na."u(n) oz |7 > |of
' (-az)’
1-[cosw,n]z™"
8. [cos w,n]u(n) [ 0 ]1 ~ 7>1
1-2[coswyn]z™ +2~
w,n]z™"
9. [senw,nju(n) [sen w,n] 7>t
1-2[cosw,n]z™ +2~
" <n<N- _ NN
0. a’, 0<n<N-1 l-o'z |Z|>0
0, c.c. l—az™

3.3.3  Meétodo por expansdo em fragOes parciais

Utiliza-se este método quando a transformada z é dada por uma razéo de dois polindmios em z do tipo:

ﬁ:bkz’k
X(z) = ';EZ;Jg — (3.16)

k=0

Neste método o polindmio € decomposto em uma soma de polindmios de ordens menores (em geral de
primeira ordem). Em seguida a sequéncia temporal de cada parcela ¢ identificada por inspegdo (Tabela 1)
e a soma de todas as sequéncias obtidas ¢ a transformada inversa de X(z).

O procedimento para se obter uma expansdo em fragdes parciais ¢ primeiramente identificar os polos e
zeros da fung@o, e expressa-la como um produto de polindmios de primeira ordem, como abaixo:

_c. 7
X(z):b_0 kl( - )
a

(l—dkz’l)

1

=

(3.17)
0

=

=~
Il

em que Cy sdo os zeros ndo nulos de X(z) e di sdo os polos ndo nulos.
Na solugdo por este método existem trés possibilidades distintas que se deve considerar:

Primeiro caso: Admitindo M < N e todos os polos de primeira ordem. Neste caso X(z) pode ser expressa
como:

X(2)=3 B (3.18)

N
=1 l—de_l

k

Os coeficientes Ay sio determinados multiplicando ambos os lados da equagio (3.18) por (1 — dz') e
calculando o resultado para z = dy. Assim,

A= —dkz—‘)x(z)( (3.19)

z=d, ’
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Segundo caso: Admitindo M > N e todos os polos de primeira ordem. Neste caso um outro termo deve
ser adicionado a equacdo (3.18). Neste caso X(z) € expressa como:

M-N N A
X(2)= Y Bz "+ —— (3.20)
k=0 ket 1—-d, 27!

Os coeficientes Ay sdo calculados como anteriormente pela equagdo (3.19) e os coeficientes By sdo
obtidos através da divisdo longa do numerador pelo denominador, na qual o resto da divis@o apresenta um
grau menor do que o denominador.

Terceiro caso: Admitindo M > N e um polo (dj) de ordem multipla L > 1. Neste caso, a equagdo (3.20) é
modificada como abaixo:

N L

K= 3 B+ Y A3
Z)= "+ +
k=0 ‘ E=1_1—dkz‘1 I=1 (l—de_l)I (3.21)

#]

Os coeficientes Ay e os By sdo calculados como anteriormente, e os C, sdo calculados pela equacao
abaixo:

1 d-! v
C = 1-d, X
! (L-1y(a,) dZL—I( ) xG) » (3.22)

]

~ . -k . .
Os termos da expansdo do tipo Byz™ correspondem, no dominio do tempo, a impulsos deslocados para
o instante ou indice k, isto ¢,

B, 8(n—k) (3.23)

. A . .
Os termos do tipo —k_l correspondem as sequéncias do tipo:
-d,z

k

(d)"u(n) ou —(d)"u(=n-1) (3.24)

A escolha do primeiro ou segundo termo na equag@o acima depende da regido de convergéncia, como
visto nos exemplos anteriores.

d.z™!

]
(1‘djz_l)2

Os termos do tipo correspondem a seguinte sequéncia

ndfu(n) :z|> |dj| (3.25)

Exemplo 7: Determine a transformada z inversa de:

1+227'+27

L3, e (-0521-2")
2 2

- Como M =N =2, tem-se que calcular B, através da divisdo longa de polindomios. Assim,
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l—zz’1+lz’2 2
2 2 14227 +272
2-3z27" 427272
—1+5z27" « resto
-1
X(Z):2+ —-1+5z oy A . A,
(1—0.5z‘1X1—z‘1) (1—0.52‘1) (1—z‘1)
- Calculo dos Ay
A = (1—0.5z*1)x(z)(z_05 _lrard
e 1-2
= X(z)=2- o .8

Figura 3.6: Localizagdo dos polos de X(z).

— Célculo da transformada z inversa: Observe que X(z) ¢ composto de trés parcelas, cujas
transformadas inversas foram calculadas nos exemplos anteriores. Como nada foi especificado a
respeito da regido de convergéncia, t€ém-se trés regides de convergéncia distintas para analisar, como
mostra a figura 3.6. Para cada uma destas regides tem-se uma sequéncia x(n), isto &,

selz|>1 = seqiiéncia lateral direita
x(n)=28(n) - 9(%Jn u(n)+8u(n)

se|z|<% = seqliéncia lateral esquerda
x(n)=26(n)+9(%jnu(—n—l)=8u(—n—l)

se%<|z|<l = seqiiéncia bilateral

x(n)=28(n)- 9[%)n u(n)=8u(-n-1)

Exemplo 8: Determine a transformada z inversa da transformada abaixo. Admita x(n) uma sequéncia
causal.
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X(Z)Z 1+z
1-z7"+0.527
- calculo dos polos de X(z)
1.1 1
p=ctiz=—p¢
2 2
I-z'+=z27=0 = V2
2 p —l_jl—Le’j”M
2 2

Como M < N, tem-se somente os coeficientes Ay. Fazendo a expangdo em fragdes parciais,

X()=—D P

(1— plz‘l) (1— pzz‘l)

Alzi :l_-izme—jl.zs
1
1- pZZ z:l+jl 2 2 2 \/ﬁe_jl_ZS \/Eejl_zs
2 2 ~— N
= X(z)=—-2 + 2
_ L jnia |
A, :& :l+j2:\/mejl.25 [l—ﬁe z 1_59 z
l-pz ' i1 2 2 2
2 2

Calculo da transformada z inversa: Como a sequéncia x(n) é especificada no exercicio como causal,
entdo a regido de convergéncia ¢ para |z| > [pj| = 1/ V2 . Assim,

«(n =@e-jl.25 Lejnlét nu N +@ej1.25 Le—jn/4 nun
0= (ﬁ J()z [ﬁ J()

n T | T
1[4—1.25] —J[fn—1.25]
- _m {L] g \4 +e 4

ol

3.3.4  Método por expansao em série de poténcias
Neste caso o calculo da transformada z inversa se resume em encontrar uma série do tipo:
X(z)=x(=2)z% + x(=1)z" + x(0)+ x(1)z " + x(2)7* +--- (3.26)

em que os coeficientes das poténcias de z representam a transformada inversa.



Exemplo 9: Determine a transformada z inversa de:
X(z)=|n(l+az‘1) |z > [a]

- calculando a série de poténcias de uma fung¢éo do tipo In(1 + x), onde [x| < 1, tem-se:

X(z)= i(— )™ M assim,

n

n=

0

xn)=> (1 &

n=1 n

3.3.5  Método pela divisao longa

Como anteriormente este método é aplicado quando a transformada z é dada por uma razdo de dois
polinémios, N(z) no numerador e Q(z) no denominador. O coeficiente encontrado na divisdo para z" é o
valor de x(n) da sequéncia. Deve-se ter uma atengdo especial quando se aplica este método de inversao,
pois 0 modo como se faz a divisdo depende da regido de convergéncia. Se a regido de convergéncia ¢ o
exterior de um circulo, a sequéncia temporal resultante ¢é lateral direita (causal) e os polindmios devem ser
arranjados em ordem decrescente de poténcias negativas da variavel z. Se a regido de convergéncia é o
interior de um circulo, a sequéncia correspondente ¢ lateral esquerda (ndo causal) e os polindmios devem
ser arranjados em ordem crescente de poténcias positivas de z. Este método ¢ muito simples e eficiente
para se obter a transformada z inversa, ele serd melhor compreendido através dos exemplos mostrados
abaixo. Como desvantagem que podemos citar € que o resultado ndo € obtido em uma forma compacta.

Exemplo 10: Determine a sequéncia x(n) relativa a transformada z dada abaixo:

X(z)=—1—  RDC: 2| > o

1—az™

- Como [z| > |a| tem-se uma sequéncia causal, assim:

- l+oz ' +a’z? + o’z +
-z
I < N@
1—az™!
2
= = X(n):{l,oc,oc ,}
(03
az'—a?z7?
a’z™?

x(n)=a"u(n)

Exemplo 11: Determine a sequéncia x(n) relativa a transformada z dada abaixo:

X(Z)=——  RDC:|7<|q]

-58 -
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- Como [z| < |a| tem-se uma sequéncia nao causal, assim faz-se a divisdo com os polindmios em
poténcias positivas de z. Logo:

—o+1z
z <« N(z2)
z—a'z? L
— = x(n)={~-~,—a ,—o }
oz
a2 —a%23
a%z23

—  Assim, podemos facilmente mostrar que:

x(n)=-a"u(-n-1)

3.4 Propriedades da transformada z

As propriedades da transformada z s3o basicamente as mesmas da transformada de Fourier para
sequéncias discretas, ja estudadas no capitulo 1. Estas propriedades sdo resumidas abaixo para referéncia
futura do leitor sem a preocupag@o em prova-las. Para aqueles interessados é sugerido fazer as provas
destas propriedades, como exercicio.

Nesta secdo sera utilizada a notagdo Ry para indicar a regido de convergéncia da transformada, X(z),
da sequéncia x(n).

34.1 Linearidade

Se xy(n) e xy(n) sdo duas sequéncias distintas, com transformadas X,(z) e X,(z) respectivamente,
entao:

ax; (n)+bx,((n) <« aX,(z)+bX,((z)

2
RDC : Ry, MRy, (3:27)

em que a e b sdo constantes e Rx; € Ry, sdo as regides de convergéncia de X,(z) e X,(z) respectivamente.

3.4.2  Deslocamento no tempo

x(n-ng) o z7"X(z)

(3.28)
RDC:Ry excetoz=0 e/ou z=o0
3.4.3 Diferenciacdo de X(z)
x(n) o -z dX(2)
dz (3.29)

RDC:Ry excetoz=0 e/ou z=o
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3.4.4  Multiplicacdo por uma sequéncia exponencial

a"x(n) o X(z/a)
RDC :[a|Ry

3.45  Complexo conjugado de uma sequéncia
x(n) o X*(z*)
RDC : Ry

3.4.6  Reversdo no tempo

x(-n) o X(/2)
RDC : 1/ Ry

3.4.7  Convolugéo de sequéncias

xn)xyln) « XN

RDC : Ry MRy

3.4.8 Teorema do valor inicial

x(0) = lim X(z)

Z—>0
neste caso, x(n) ¢ admitida ser uma sequéncia causal.

3.49 Teorema do valor final

lim x(n)=lim(1 - 2 X (2)

n—o -1
3.4.10 Teorema da convolugdo complexa

Se y(n) = x;(n).x,(n) entdo:

=_i§ z/v)\/‘ldv——§C X, (z/v)X

27 °2
RDC .(Rx1Rx2 L | | RXIRXZ)H

Se C, englobar o circulo unitario:

Y(e) :——jx 649X, (e 1) jug
21 2,

3.4.11 Teorema de Parseval

0

le :—§ 1/v }/ dv

N=—o0

22y

- 60 -

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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Se a regido de convergéncia englobar o circulo unitario, a transformada de Fourier existe. Assim,
0
> % () (n :—jx e )X (e Jiw (3.39)
n=—co0 2n —n
Em particular, quando x;(n) = x,(n) = x(n), entdo:
0 T
2 1 iw Y2
Z|x(n) :—ﬂx(el‘”] dw (3.40)
n=—w 2n —n
A equagdo (3.40) fornece a energia de x(n), que pode ser calculada tanto no dominio do tempo,
quanto no da frequéncia.
3.5 Aplicacdo em sistemas lineares
A transformada z ¢ uma ferramenta matematica muito importante na analise dos sistemas lineares de
tempo discreto e invariantes ao deslocamento (SLDI). Em particular, ela ¢ utilizada para encontrar a
resposta em frequéncia de um sistema e na determinac¢do da causalidade e estabilidade.
3.5.1 Representacdo de um sistema utilizando a transformada z

Como estudado no capitulo 1, sabe-se que para um sistema SLDI, o sinal de saida, y(n) é dado pela
soma de convolugdo entre a resposta a fungdo amostra unitaria, h(n) e a sequéncia de entrada, x(n), isto &,

y(n)=h(n)* x(n) (3.41)

A partir da propriedade da convolucdo, obtém-se a relagdo entre as sequéncias de entrada e saida do
sistema tal que:

Y(z)=H(z)X(z) (3.42)
em que X(z), Y(z) e H(z) sdo, respectivamente, as transformadas z das entrada, saida e resposta a fungéo
amostra unitdria do sistema. H(z) é chamada de funcéo do sistema ou funcéo de transferéncia. Quando
se quer fazer a andlise do sistema no dominio da frequéncia basta estabelecer z = €', e a resposta em
frequéncia € prontamente obtida.

3.5.2 Funcéo do sistema a partir da equacao de diferencas

Considere um sistema SLDI que ¢ descrito por uma equagdo linear de diferengas com coeficientes
constantes tal que:

N M
D ay(n—k)=> bx(n-k) (343)
k=0 k=0

em que a; e by sdo coeficientes reais e constantes. Em muitos casos é comum estabelecer a, igual a 1.

Calculando a transformada z de ambos os lados da equagdo acima, e utilizando as propriedades de
linearidade e deslocamento no tempo tem-se que:
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N M N M
> az ()= bz X(@) = Y@ az* =X bz
o o k0 k=0

Desde que X(z) e Y(z) tenham uma regido de convergéncia em comum (sobrepostas), entdo:

v &M

H(z)= ;( )z €0 (3.44)
z a Z—k
Z; ‘

Esta é a equagdo geral de um sistema SLDI, quando representado por uma equagdo de diferencas. O
numerador contém os zeros ¢ o denominador os polos da fungdo de transferéncia. Como se esta
considerando somente coeficientes reais entdo, se alguma raiz do numerador ou denominador for
complexa, o complexo conjugado serd também uma raiz. Desse modo, os polos e zeros sempre irdo
ocorrer na forma de complexos conjugados.

Uma pratica muito comum ¢ escrever a equagao (3.44) em uma forma fatorada, em termos dos seus
polos e zeros. Assim,

H(Z):b_o(I—CIZAXI—CZZA)“' _DBo k=1 (3.45)
ao (l_dlzilxl_dzzil)' ao N _ -1 .
[T0-dz?)
k=1

Cada fator (1 — ¢,z") contribui com um zero em z = ¢, e um polo em z = 0, e cada fator (1 — diz™")
contribui com um polo em z = dy € um zero na origem.

Exemplo 12: Dado o sistema causal cuja equagdo de diferencas é dada por:
y(n)=0.6y(n —1)+ x(n),
determine, H(z), os polos e zeros da fungdo e desenhe os graficos do modulo e fase de H(z).

- calculo de H(2):

Y(2)=062Y(2)+ X(z) = H(z)= Y@ __ 1 2| > 0.6
X(z) 1-0.6z7"

tem—se:umpdloemd, =0.6 e um zero na origem.

Observe que o polo esta localizado dentro do circulo unitério, portanto H(z) converge para z = ¢'™.
- céalculo da resposta em frequéncia

1

admitindo z=e™ = H(eiW):—_
1-0.6e W

- Calculo do modulo de H(ejw)
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1-0.6e7 " 1-0.6e" 1.32—-1.2cosw

- calculo da fase

H(e)= 1 _ 1 1-0.6e™ _1-0.6cosw— jO.6senw
1-0.6e”™ 1-0.6e"™ 1-0.6eM™ 1.36—1.2cosw
. ( jw ) B
AH(e‘W)ztan‘l Im({H e. | =tan“{ O.6senw}
Re[H (eJW)_ 1-0.6cosw
2.5 :
2t [H (™)
1,
0.5 i A
b1 0 m
ﬁf
n/4 ZH (e™)
0
-Tt/4+
= 0 T

Figura 3.7: Modulo e fase de H(e'™)
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A equacdo (3.44) ndo indica a regido de convergéncia de H(z), pois a equacdo de diferencas ndo
especifica unicamente h(n). A estabilidade e causalidade do sistema dependerdo da escolha apropriada da

RDC, como sera visto a seguir.

3.5.3 Estabilidade e causalidade

Desde que a RDC inclua o circulo unitario, entdo para z = €', H(z) se reduz a reposta em frequéncia
do sistema. “Para os sistemas SLDI, a condi¢do necesséria e suficiente para que um sistema seja estavel é

que h(n) seja absolutamente somavel”, ou seja,

Z|h(nj <
N=—o0
Esta condig¢@o implica que a RDC de H(z) inclua o circulo unitario pois:

IH(z) < Zw:‘h(n)z‘” _ i|h(n)|\z—n

n=—o N=—o0

Portanto, no circulo de raio unitario, onde |z| = 1, tem-se:

|H(z) < i|h(n)|

N=—o0

(3.46)

(3.47)

Assim, um sistema SLDI ¢é estavel se a regido de convergéncia inclui o circulo unitario. Este

resultado ¢ algumas vezes chamado de teorema da estabilidade no dominio da transformada z.
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Um sistema SLDI é denominado causal se a resposta a fungcdo amostra unitdria satisfaz a seguinte
condigdo:

h(n)=0 :n<o0 (3.48)

Neste caso, como ja visto anteriormente, h(n) ¢ uma sequéncia lateral direita, indicando que a RDC é 0
exterior de um circulo com raio definido pelo polo de H(z) mais afastado da origem.

“Resumido, a estabilidade e causalidade de um sistema SLDI é verificada através da obtencédo dos
polos de sua funcdo de transferéncia e checando se todos eles tém mddulo menor do que 1”.

Sistema estavel: A RDC é um anel que inclui o circulo de raio unitario e ndo contém polos.

Sistema causal: A RDC ¢ o exterior de um circulo cujo raio contém o polo de maior modulo, sem inclui-
lo.

Sistema estavel e causal: Todos os polos estdo dentro do circulo de raio unitario.

Exemplo 13: Considerando o sistema abaixo, identifique cada uma das regides onde ele é ou ndo estavel
e/ou causal e as correspondentes ao impulso.

H(Z): 1-z
1-227"+>272
4
- calculo dos polos de H(z)
=1/2
H(z)= 11 31 = pélos:pl_ )
1-—z7' 1-277 2 =3
2 2
Im([z]
05 /1 15 Re[z]

Figura 3.8: Localizagdo dos polos de H(z).

- Ossistema ¢ estavel se: 0.5 <|z| < 1.5. Assim, por inspe¢ao,

(g

- O sistema € causal se: [z > 1.5. Assim,

oo

- O sistema ¢ nao causal (anti-causal) para |z| <0.5. Assim,
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Observe que, como o polo de maior modulo apresenta valor 3/2 > 1, o sistema ndo apresenta uma
RDC onde ele pode ser estavel e causal simultaneamente.

Exemplo 14: Considere o sistema causal LDI com fungéo de transferéncia mostrada abaixo tal que a é
um niimero real.
1-a'z"!
H(z)= ———
1-az™

a) Para que faixa valores de a o sistema ¢ estavel?

Como o sistema € causal, observando H(z) acima concluimos que o sistema ¢é estavel para |z| > a.
Além disso, para que o sistema seja estavel a RDC deve incluir o circulo unitario, assim: |a| < 1.

b) Encontre a resposta ao impulso do sistema.

Rescrevendo H(z) tem-se que:

¢) Mostre que o sistema € um sistema (filtro) passa-tudo (ganho constante).

. _glgiw . - ol W g lgw
H(eJW):—1 a e :‘H(e’wl:\IHieJWiH ie’wi: lrae l-ae

1—ae ¥ l-ae ™ 1-ael

. -2 -1 2 -
‘H(e"”]: 1+a 2a cosw:l 1+a” —-2a COSW:l

1+a*-2acosw  al l+a’-2acosw a
O modulo da resposta em frequéncia do sistema ¢ constante e igual a 1/a, assim o sistema € um sistema
passa-tudo.
3.5.4  Obtengdo da resposta em frequéncia a partir do gréafico de polos e zeros

Foi visto anteriormente que a fungdo do sistema em termos de seus polos ¢ zeros pode ser escrita da
seguinte forma:

H(z)= (2-cfz—cy)--(z—cy)

= 3.49
(2=dYz=d)(z=dy) G4
em que c; sdo os zeros de H(z) e d; sdo os seus polos.

O modulo da fungao de transferéncia é dado por:
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_Jz-afz—cyl -z ey
|H(Z)“|z_dl||z_d2|...|z_dN|

(3.50)

Cada fator (z — ¢;) ou (z — d;) € um vetor cujo modulo ¢ dado pela distancia entre o ponto genérico z e
o ponto particular determinado por c; ou d;.

Para calcular a resposta de amplitude do sistema estabelece-se z = ¢ e varia-se w entre + 7, que
corresponde as frequéncias £ 0.5. Este procedimento corresponde a calcular H(z) no circulo unitario.

O efeito de cada polo ou zero na resposta de amplitude dependera das suas posigdes no plano z. Para
um polo, se ele esta proximo do circulo de raio unitario o seu efeito serd de uma resposta aguda ou bem
pronunciada (picos), nas frequéncias proximas da frequéncia do polo, pois |z — d;] € um valor pequeno.
Por outro lado, se o polo esta proximo de z = 0, ele acarretara pouco ou nenhum efeito na resposta em
frequéncia, pois |z — dj| = 1. O efeito dos zeros na resposta em amplitude ¢ analisado de modo similar.
Zeros proximos da origem apresentam pouco ou nenhum efeito na resposta de amplitude. No caso de eles
estiverem proximos do circulo unitario, entdo nas frequéncias proximas do zero a resposta em frequéncia
sera pequena (apresentara um vale). pois |z — ¢;| sera um valor pequeno.

Im([z]
(78
Ci
d;
\J ! Re[z]

Figura 3.9: Efeito dos polos e zeros na fungdo de transferéncia.
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Exercicios

1. Determine a transformada z das seguintes sequéncias:

(@) x()={1,2,0,0,0,5,4,3}

a", 0<n<s
(b) x(n)= .
0, caso contrario

1 n
(©) x(n)= [Ej n=3
0, n<5

2. Determine a transformada z das sequéncias abaixo. Desenhe os respectivos diagrama de polos e zeros
e indique a regido de convergéncia.

(a) x(n)=d(n-2)

(b) x(n) =[§] u(n)

© x(n)=—[§j u(-n—1)

(d) X(n)=( u(=n)

l]"
2
©) x(n)=[§j [u(m) —u(n—-10)]

® x(n)= (—%]nu(m
(& X =(n+Du(m)

(h) x(n)=Ar" cos(w,n+olu(n)  :0<r<l

3. A sequéncia de autocorrelacao c(n) de uma sequéncia x(n) real ¢ definida como:
c(k)= D" x(mx(n+k)
nN=—o0
Determine a transformada z de c(n) em termos de X(z).
4. Sendo X(z) a transformada z de x(n), mostre que:
(@ x(n+M) o zYX(2)
(b) a"x(n) < X(@'z)

dX (2)

() nx(n) & -z
dz

5. Admitindo x(n) uma sequéncia causal, mostre que:

lim X (2) = x(0)

6. Determine a transformada z das seguintes sequéncias:
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(@) x(ny=a"u(n-7)
® xm=a" a<1

Determine a transformada inversa de cada uma das transformadas z indicadas abaixo.

(a) X(z):+ |z|>%
l+—z7"
2
(b) X(z):+ |z|<%
l+—z7"
1—%2’1 1
(c) X(z):ﬁ |Z|>E
+>z27"'+-27
4
l—lz‘1 1
d) X(z2)=—2 >~
-1 2
4
1-a'z™!
(e) X (Z) = m |Z| > |a|

Admita x(n) causal e depois anti-causal.
Determine a sequéncia causal cuja transformada z ¢ dada por:

1

1-1.527" +0.5272
1

1-0.527"+0.25272

@ X(@)=

(b) X(2)=

Sendo x(n) um sinal autoregressivo AR(1) tal que:

X(z) = —20

l-oz™

2
So_ MM
2

Mostre que a fungéo de autocorrelagdo de x(n) é dada por: c(k) =

Um sistema LDI causal apresenta a seguinte fungdo de transferéncia:

1+z7!

H(z)= 1 =
(1-0.527")1+0.2527")

(a) Qual a regido de convergéncia de H(z)?
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(b) O sistema ¢ estavel? Explique.
(c) Encontre a resposta ao impulso do sistema.

12. Para o sistema mostrado na figura abaixo encontre: A equagdo de diferencgas que rege os sinais de
entrada e saida, a fungdo de transferéncia e a resposta ao impulso. Este sistema ¢é estavel? Explique.

N

x(n) (D y(n)
L 7! L— ! J

0.5

13. Considere um sistema LDI causal descrito pela seguinte equacao de diferencas:
1
y(n) 3 y(n—1) = x(n)

(a) Determine a resposta ao impulso do sistema.
(b) Encontre a resposta a fun¢ao degrau unitario.

Em ambos os casos admita condigdes iniciais nulas.

14. Um sistema LDI ¢ descrito pela seguinte equagdo de diferencas:
1 1
y(m ==y =D=2yn-2)+xn)

(a) Encontre a fung¢@o do sistema. Desenhe o diagrama de polos e zeros e indique a regido de
convergéncia.

(b) Determine a resposta ao impulso do sistema.

(c) Desenhe o modulo da fungdo de transferéncia.

15. Um sistema LDI é descrito pela seguinte equagdo de diferengas:
y(nm=ymn--y(n-2)+x(n-1)

(a) Encontre a fung@o do sistema. Desenhe o diagrama de polos e zeros.
(b) Determine a resposta ao impulso do sistema.

16. Sendo dados o par de transformada z abaixo. Pede-se:
1—cos(w,)z™"'

1
1-2cos(w,)z ™ +277 2>

cos(W,nu(n) <«

a) Desenhe o diagrama de polos e zeros,
b) Determine a equacdo de diferengas do sistema,
¢) Facaum programa, com saida grafica, para gerar o sinal a partir da equacao acima.
* considere um sinal senoidal com frequéncia de 1 kHz e frequéncia de amostragem
adequada
*  (utilize, por exemplo o matlab ou um outro software qualquer).

17. Sobre-amostragem (interpolagdo) € uma operagdo que alonga no tempo uma sequéncia pela insergédo
de zeros entre os seus valores, assim:
x(n/L) n=0,+L,+2L,
0 caso contrario
Sabendo que X(z) converge para o < |z| < B, expresse Y(z) em termos de X(z) ¢ determine a  regido
de convergéncia de Y(z) em termos da regido de X(z).
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Capitulo 4

Transformada Discreta de Fourier

4.1 Introducédo

Os métodos de analise de Fourier sdo muito utilizados em engenharia elétrica para converter sinais
no dominio do tempo para o da frequéncia. No dominio da frequéncia, termos tais como, espectro de
amplitude e espectro de fase sdo muito comuns de se encontrar, os seus calculos facilitam a obtengdo de
informagdes, sobre os sinais, que nio sdo aparentes no dominio do tempo.

Sabemos que quando trabalhamos com sinais continuos no dominio do tempo utiliza-se a série ou a
transformada de Fourier para a analise dos sinais. Elas sdo definidas como:

A Série de Fourier

Um sinal x(t) periddico, com periodo T, pode ser representado pela seguinte série de Fourier na
forma exponencial,

x(t) = chej(z"kff’t) (4.1)
K=
1T 1

emque: C = —j x(t)efj(znkf"t)dt e fo=— 4.2)
T% T

A Transformada de Fourier

A transformada de Fourier representa sinais ndo periédicos no dominio da frequéncia. Neste caso ela
¢ definida como:

X(f)= jx(t)e—”““dt (4.3)

em que, o modulo de X(f) ¢ chamado de espectro de amplitude do sinal x(t), ¢ a fase ¢ chamada de
espectro de fase de x(t).

A relacdo inversa, que relaciona o sinal no dominio da frequéncia com o do tempo é chamada de
transformada de Fourier inversa, e ¢ definida pela seguinte relagdo:

x(t)= .[X(f)ejmdf (4.4)

Com o avanco da tecnologia de circuitos integrados e o consequente avango do desempenho e uso
intensivo dos computadores pessoais, tanto em pesquisa quanto em desenvolvimento, tornou-se pratico e
eficiente utiliza-los na analise de Fourier. A transformada discreta de Fourier € particularmente aplicada
em processamento digital de sinais, pois ela estende os conceitos do tempo continuo para o tempo
discreto, conduzindo a muitos algoritmos eficientes que podem ser implementados em computadores ou
em processadores digitais.
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Neste contexto, métodos de Fourier foram recentemente desenvolvidos para aplicacdo em sinais
discretos no tempo. Eles incluem a transformada de Fourier para tempos discretos (TFTD) e a
transformada discreta de Fourier (TDF). Elas nada mais sdo do que uma extensao dos conceitos da analise
de Fourier para sinais continuos no tempo.

Recordando, uma propriedade importante de um sinal discreto no tempo, x(n), é que ele é definido
somente para valores inteiros de n, na faixa -0 < n < . A relag@o entre os tempos continuos e discretos é
estabelecida pela amostragem uniforme nos sinais.

Sendo x(t) o sinal continuo no tempo, entdo o sinal amostrado se transforma em uma sequéncia de
numeros reais, definidos pelos valores de x(t) nos instantes de amostragem t = nT,, isto &,

)=,

em que T, ¢ o intervalo de amostragem.

Observe que x(t) e x(n) sdo modelos equivalentes do mesmo sinal nos dominios dos tempos
continuos e discretos, respectivamente. Para sinais continuos no tempo utiliza-se a transformada de
Fourier e para sinais discretos utiliza-se a transformada de Fourier para tempos discretos (TFTD),
estudada no capitulo 1. Para sinais discretos e com duracdo finita, utilizamos a transformada discreta de
Fourier que iremos estudar neste capitulo.

4.2 Transformada de Fourier para tempos discretos

Recordando o capitulo 1, e a teoria da amostragem (capitulo 2), o par de transformadas de Fourier
para tempo discreto (TFTD) pode ser definido pelas seguintes equagdes:

x ()= i x(ne 4.5)

N=—o0

x(n)=— " X(ej‘”“)ej‘”d dwy (4.6)
2n "

em que w = QT, é referida com frequéncia digital normalizada, e T, € o periodo de amostragem.

O espectro X(e™) ¢ periddico, com periodo 2m. Por causa desta propriedade a faixa usual de
frequéncia para a representacdo dos sistemas discretos ¢ -1 < W < 1 ou entdo 0 < w < 27 . Como os
sinais de discreto sdo usualmente originados dos sinais de tempo continuo ¢ importante relembrar que a
relacdo entre os seus espectros ¢ dada por:

- 1 w 2n
XleW)= X| — -k = 4.7
(e ) T, k;;o T, T, @D

em que 27t/T, = Q, ¢ a frequéncia de amostragem em radianos por segundo.

Note que o espectro do sinal amostrado consiste de um nimero infinito de réplicas do espectro do
sinal continuo, centradas nos multiplos inteiros de .. Estas réplicas sdo fi¢is somente se o sinal continuo
for de banda limitada e que €, tenha valor suficientemente grande para elas ndo se superponham. Veja a
figura 4.1. Se Q) ¢ a méxima componente de frequéncia do sinal, entdo, pelo teorema da amostragem, a
seguinte relacdo deve ser satisfeita:
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Q
T, <M (48)
e
X(e™)
Sinal na banda base
/
=21 0 21 w

Figura 4.1: Amostragem de sinais.

4.3 Transformada Discreta de Fourier

A transformada discreta de Fourier considera que a sequéncia apresenta duracdo finita e¢ a
transformada ¢ calculada no dominio da frequéncia discreta. Admitindo um sinal discreto no tempo x(n),
com duragao finita igual a N, a TDF ¢ definida como,

N-1

X ()= x(nw (4.9)

=}

2n

s
emque: Wy =e N (4.10)

Assim, a TDF é uma forma de mapeamento da sequéncia x(n) em uma outra sequéncia X(k) em que
k=1, 2, ..., N-1, e que representa um conjunto de frequéncias discretas wy no intervalo 0 a 2m.

x(n)«—2— x (k)

2n
K representa w, == k
N

A quantidade Wh'f ¢ periodica, com periodo N, e modulo igual a 1. Ela define pontos, regularmente

espacados no circulo de raio unitario do plano z, cujo valor de cada arco vale 2t/N radianos, como mostra
a figura 4.2. Observando esta figura, e sabendo que z = exp(jw), pode-se concluir também que a TDF ¢
igual a transformada z calculada nos pontos discretos w = wy, igualmente espagados no circulo de raio
unitario do plano z.

X (k) = X(z) _onern

Im

Plano z

Figura 4.2: Relagdo da TDF com o plano z.
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Estes pontos correspondem a incrementos de frequéncia digital de valor 1/N (ou 2n/N). Assim o
espectro X(k) € determinado nas frequéncias digitais::

2 1
w, =—k ou f, =—Kk, k=0,1,---,N -1 4.11
K= N KN 4.11)

No caso da frequéncia analdgica, estes pontos correspondem a incrementos de valor F,/N, sendo F, a
frequéncia de amostragem do sinal x(t) que gerou a sequéncia {x(n)}. Assim, o espectro X(k), €
determinado em pontos de frequéncias discretas dadas por:

Fk:%k[Hz] ou kaz’lz\l':ak[rad/s], k=0,1,--,N -1, (4.12)

Uma observagdo importante sobre a TDF ¢ que ela permite o célculo do espectro a partir de dados
discretos de duracdo finita, sem a necessidade de se utilizar uma expressdo analitica para o sinal. Assim,
ela € muito util em aplicagdes praticas nas quais se tem um sinal proveniente de algum fendomeno fisico
ou biologico como sinais de voz, video, sinais geofisicos. Tais sinais sdo convertidos em discretos por um
conversor analdgico digital, armazenados em um computador ¢ em seguidas através de algoritmos de
transformada rapida (FFT) calculamos o espectro do sinal.

A dificuldade que podemos encontrar ¢ como o sinal deve ter tamanho finito, devemos escolher um
trecho representativo daquele sinal. Outra dificuldade ¢ que como trabalhamos com frequéncia discretas a
resolucdo em frequéncia pode ser alta quando utilizamos baixa quantidade de amostras do sinal.

Exemplo 1: Um sinal de tempo discreto é dado pela seguinte sequéncia:
x(0)=2;x(1)=1; x(2) = 1; x(3) = 2;

Se x(n) = 0 para todos os outros valores de n, determine a TDF X(k).

Como N =4 entdo aplicando a equagdo (4.9) tem-se:

3 3

X (k)= x(nW*=>"x(n)e

n=0 n=0

T
—j=nk
J2

io —iZ1a ~i%21 —i%3.1 . ] . i
X(1)=20+1e 2 +le 27 +2¢ 2 =2—j-l+j2=1+j=+2¢4

iz -i%22 -i%32
2

—9a-i0 Bk 5%
(2)=2e71+1e +1e +2e

X(0)=2e71" +1e710 +1e710 4 2¢710 =
) =2-1+1-1=1

x

3 ~i%33 _iZ
+2 2 =2+ j-1-j2=1-j=+2e 4

i
2

. ~i%13
X(3)=2e"1"+1e 2" +1e
Assim, X(k) ¢ a transformada discreta de Fourier da sequéncia x(n) calculada nas frequéncias digitais

wi = (1/2)k, k = 0,1, 2 e 3. Observe que a partir de k = 4 a transformada se repete, isto ¢, X(4) = X(0),
X(5) =X(1), e assim por diante.

Exemplo 2: Determine a TDF da seguinte sequéncia: {1, 1, 1,1, 1,0, 0,0, 0, 0}

O tamanho da sequéncia € N = 10. Aplicando a defini¢do dada pela equagdo (4.9) tem-se que:
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9 4 2nnk
X() =D xnwg =D e 10
n=0 n=0
S all-r™)
Conhecendo o resultado da série: z ar" = .
n=0 1-r
Entéo, por inspecdo, estabelecendo a=1; r= e?™/10 6 M =5 tem-se que:

—j2nk /2
l—e j2nl
X(k): ; " T T
1— e—jZﬂ:k /10 j—k j—k —j—k
e 10 e 10 _g 10

i
e 2 @2 _g 2

Utilizando as relagdes de Euler e desenvolvendo a equacdo acima se obtém,

2k
X(k):e_JTM, k=0,1,---,9
sen(kz /10)

Observe que os valores da TDF s@o complexos e apresentam simetria em torno do ponto N/2 =5. O
modulo apresenta simetria par e a fase apresenta simetria impar em torno desse ponto, veja figura 4.3.
Cada indice k representa uma frequéncia digital de valor wy = (2n/10)k ou f; = k/10. Multiplicando estas
frequéncias pela frequéncia de amostragem teremos as frequéncias correspondentes ao tempo continuo.

5 2
(a) (b)
4 1
3f (o] l I
2 -1
1] .
0 + + + + -3
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 4.3: TDF de x(n), (a) Espectro de amplitude (médulo), (b) Espectro de fase.

4.4 Transformada Discreta de Fourier Inversa

Dada a TDF X(k) de uma sequéncia {x(n)}, podemos calcular esta sequéncia calculando a
transformada discreta de Fourier inversa (TDFI) através da seguinte equagéo:

N-1

D X(kW™ n=0,1,, N1 (4.13)

k=

x(n)=

RS

N
Note que, a ndo ser pelo sinal negativo do expoente e pela divisdo por N, a equagdo acima ¢ idéntica

a equagado (4.9).

4.5 Propriedades da TDF

Algumas propriedades sdo muito usuais e importantes quando da aplicagdo da TDF em problemas
reais. O conhecimento e a compreensao destas propriedades ¢ de grande importancia durante a analise dos
resultados.
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45.1 Periodicidade

Tanto a TDF, quanto a TDFI, produzem resultados periddicos, com periodo N. Este resultado ¢é
devido ao fato de que o termo Wy € periddico com periodo N.

x(n)=x(n+N) — X(k)=X(k+N). (4.14)
Exemplo 3: Determine a TDF do sinal
x(n)zcos(gnj, 0<n<N-1

A TDF de N pontos do sinal x(n) = COS(WOn) depende da frequéncia digital wy = 2xnfy. Dependendo

de f, ser uma funcdo racional ou ndo e x(n) apresentar um ou mais periodos completos da funcdo o
espectro de frequéncia ira apresentar outras raias diferentes daquelas posicionadas nas frequéncias 7/8 ¢
27N - m/8.

7 Ko , , o iy , .
- Sew,= r # 27Z'W , em que k, € um niimero inteiro positivo, teremos um niimero fracionado de

periodos de x(n). Assim:

S N-1| 2n S N-1| 27
X (k) = le_J[ZJ[Nk_WO] sen(mk — Nw, / 2) . e_{z][N”W‘)] sen(nk + Nw, / 2)

2 sen(rk / N —w, / 2) sen(nk /+ w, / 2)

k L .. o
- Se w, = 21—, em que k, é um numero inteiro positivo, termos um niimero inteiro de periodos
N
de x(n), entdo,

0, caso contrario

X(k):{

Primeiro caso: Seja N = 16 = tem-se exatamente um periodo da fungéo x(n).

30

D

Figura 4.4.a: TDF de x(n), N = 16.

Observe que neste caso, a TDF € calculada em exatamente um periodo do sinal senoidal, assim o
espectro de amplitude apresenta somente duas raias, uma na frequéncia k = 1 ¢ outra na frequéncia
simétrica k — 15 (16 — 1), reproduzindo exatamente o espectro da func¢do cosseno, isto ¢, raias espectrais
somente na frequéncia do sinal.



MB.J & = &,

:,;.._SEI_-EESC -77 -

Segundo caso: seja N =24 = tem-se um periodo e meio da fungéo x(n).

10

0.5f

IS

-0.5}¢

N

0 5 10 15 20 25
Figura 4.4.b: TDF de x(n), N = 24.

Observe, neste segundo caso, que a TDF admite que um periodo e meio do sinal senoidal se repete, e,
portanto ela € n2o nula para todos os valores de k, enquanto que no primeiro caso ela € ndo nula somente
para os valores de k que representam a localizagdo da frequéncia do sinal.

Ambas as TDF acima sdo espectros de uma fungéo cossenoidal, mas no segundo caso ndo dispomos

de um nimero exato de periodos de x(n) e o espectro apresenta componentes ndo nulas nas frequéncias
diferentes de 7/8 e 2aN-n/8. Portanto deve-se tomar cuidado na interpretagdo dos resultados.

452 Linearidade
TDF [a{x(n)} + b{y(n)}] = aX (k) + bY (k). (4.15)

em que: X(k) e Y(k) sdo calculadas a partir de N amostras das sequéncias {x(n)} e {y(n)},
respectivamente.

E importante notar que x(n) e y(n) devem apresentar o mesmo comprimento N. Se elas apresentarem
tamanhos diferentes, entdo se deve acrescentar zeros na sequéncia mais curta para que elas fiquem com o
mesmo comprimento.

45.3  Deslocamento circular em x(n)
Um deslocamento circular em uma sequéncia € ilustrado na figura 4.5. Ele representa uma rotagdo de

M pontos na sequéncia dentro de um mesmo periodo. Neste caso a TDF apresenta uma componente de
fase correspondente ao deslocamento. Sendo M o valor do deslocamento, entdo:

TOF[x(n+ M), ] = X (k™. (4.16)
1 1
0.8 [ 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
11 0 1]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 4.5: Deslocamento circular de uma sequéncia (M=6).
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454  Deslocamento circular em X(k)
X (k+M)=TOF|x(nwi" | (4.17)

Esta propriedade define uma modulagdo do sinal, isto € a sequéncia do tempo discreto ¢ multiplicada
por uma exponencial complexa de frequéncia f, = (F,/N)M.

455  TDF de Sequéncias Reais
A TDF de sequéncias reais produz uma sequéncia complexa cuja parte real é simétrica (par) e uma

parte imaginaria antissimétrica (impar) em torno da frequéncia N/2 da TDF. De uma maneira mais
simples, o modulo € par e a fase € impar em torno de N/2.

X (k)= X"(N k), k=0,1,..,N~-1 (4.18)

Exemplo 4: Determine a TDF de x(n) = Sen(2rcfnT ) , em que T,=1/F,.

eszz'fn/Fa _ e—szzfn/Fa

x(n)=sen(27fn/F, )= %

N-1 N-1
1 i 1 —j
X(k): T E :ejzdn/FaW’\I}n _ T 2 e jZ;ﬂn/FaW’\lfn
e 1750

considerando f=mF,/N, em que m < N/2 (inteiro), entao:
1 NZ_‘i j2nn(m—k)/ N __1 Nz_i j2nn(m+k ) /
X(k)=— ejZnn m-— N e—]2nn m+ N

j2 n=0 j2 n=0
N k=m N k=N-m

Portanto:

N/2j, k=m
X(k)=<-N/2j, k=N-m
0, c.c.

Observe que: [X(m)| = |X(-m)| =N/2, e ¢(m) = -¢(-m) = 7, isto é, o moédulo de X (k) é uma fungdo par
e a fase é impar.

45.6  Convolucéo Circular

Quando se trabalha com TDF os sinais, tanto no dominio do tempo como no da frequéncia, sdo
admitidos periodicos, neste caso ¢ definida a convolugio circular.

A convolugdo circular entre duas sequéncias de mesmo comprimento (N), ¢ definida como,
y(n)= ) x(mh(n-m)= > h(mx(n-m). (4.19)

em que, a quantidade entre paréntesis (n-m) ¢ calculada via mdédulo N (deslocamento circular), desse
modo y(n) também sera periddica, com periodo N.
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Neste caso, dominio da frequéncia, a TDF de y(n) serd o produto das transformadas individuais de
x(n) e h(n), isto &,

Y(k)= X (k)H (k). (4.19)

Exemplo 5: Considere duas sequéncias x(n) e h(n), mostradas na tabela abaixo.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
x(n) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
h(n) 0.3 0.1 0.5 0.9 0.8 0.6 0.4 0.7

A convolugio circular pode ser melhor compreendida com o auxilio da figura 4.6. No circulo interno
sdo colocadas, no sentido horario, as amostras de um dos sinais, por exemplo h(n-m), e no circulo externo
sdo colocadas as amostras, no sentido anti-horario, do outro sinal (x(m)). As amostras correspondentes ao
mesmo raio sdo multiplicadas e os produtos resultantes sdo somados. Os outros valores da convolugdo sdo
obtidos rotacionando o circulo interno no sentido horario. O processo ¢ repetido até que a primeira
amostra do circulo interno chegue a sua posigao original.

0.7

Figura 4.6: Ilustra¢do da convolugéo circular (n = 0).

Para n = 0 tem-se que:

y(O): 03x0.1+0.1x0.8+0.5x0.7+0.9%x0.6+0.8x0.5+0.6x04+04x0.3+0.2x0.2

y(0)=1.8

Figura 4.7: Tlustra¢ao da convolug¢do circular (n = 1).

Paran = 1 (figura 4.7) tem-se que:
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y(1)=0.2x0.1+0.3%x0.8+0.1x0.7+0.5x0.6 +0.9x 0.5+ 0.8x 0.4 +0.6x 0.3+ 0.4x 0.2

y(8)=2.18

Exemplo 6: Determine a convolugao circular entre x(n) e y(n) dadas abaixo:

I, 0<n<L-1
0, cc.

x(n)= y<n>={

Vamos resolver o problema, utilizando o dominio da frequéncia.

- Estabelecendo N = L, apos alguma manipulagdo algébrica pode-se mostrar que as transformadas
discreta de Fourier das sequéncias acima serdo dadas por:

i N, k=0
X(k)=Y(k)= w,ﬁ":{ !
nZ:O 0, cc.

- Multiplicando X(k) por Y(k) tem-se:

z(@:x(@v(@:{“z' k=0

0, c.cC.

- A transformada discreta de Fourier inversa da equag@o acima resultard na convolugdo circular
x(n)*y(n). Assim,

N-1

2(n)= Z_‘,Z(k)/VN“k=ﬁZ(O):N, n=0.-,N~1
=0

RS
N

=~

Fica claro que a sequéncia x(n-m) ¢ rotacionada com relacdo a y(m), mas a soma dos produtos sera
sempre igual a N, como mostra o resultado obtido acima. Fica também claro que o resultado acima ndo ¢é
a convolugdo linear entre x(n) e y(n), mas sim, o que ¢ chamado de convolugao circular.

45.7  Convolucéo Linear

Para se fazer a convolugdo linear entre duas sequéncias de comprimento diferentes, por exemplo N e
M, cujo resultado é uma sequéncia de comprimento N+M-1, primeiramente se forma duas novas
sequéncias de comprimento N+M-1 acrescentando zeros nas anteriores e apds esta operagdo se faz a
convolugdo circular a partir destas novas sequéncias.

Assim, neste exemplo, mostrado acima, como os sinais tém o mesmo tamanho, devemos acrescentar
L zeros nas duas sequéncias, de modo que ambas fiquem com comprimento 2L. Em seguida,
determinando a convolugao circular tem-se como resultado a convolugdo linear entre as duas sequéncias
originais. Este resultado ¢ exemplificado na figura 4.8, mostrada abaixo.
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R ARR T A

x(1-m)

X(m)*y(m)

3

R

3

3

>

3

| o

| ——o

Q-----=-=---- D-----ﬂ'"'--z'

o
=

d hrc

Figura 4.8: Convolugdo Linear.

°
o --------

Em vez de se utilizar a equagdo (4.19), podemos utilizar a transformada discreta de Fourier para se
obter a convolugdo linear entre duas sequéncias x(n) e y(n) de tamanhos N e M, respectivamente, como
segue:

- Acrescente zeros nas duas sequéncias para que elas apresentem o mesmo tamanho L = N+M-1,
- Calcule as TDFs das duas novas sequéncias,

- Multiplique as TDFs para formar o produto X(k).Y(k),

- Calcule a TDF inversa do produto acima para se obter a convolugdo linear entre x(n) e y(n).

4.6 Uso da DFT em analise espectral

Sabemos que a transformada de Fourier fornece o contetido de frequéncias de um sinal. Durante o
calculo, ela utiliza todo o intervalo de duraggo do sinal; se a durag@o ¢ infinita, a integral ou entdo a soma
de Fourier se estende até o infinito. Em contrapartida, para o célculo da transformada discreta de Fourier
necessitamos de um conjunto finito de dados. Assim, a TDF permite a representagdo no dominio da
frequéncia de sinais do mundo real. Porém, justamente porque o conjunto de dados deve ser finito, a TDF
faz somente uma aproximagao do espectro do sinal.

Admitindo x(n) a sequéncia a ser analisada, o calculo da DFT de N pontos ¢ equivalente ao calculo

transformada de Fourier de x(n) multiplicada por uma fun¢do w(n) que vale um dentro do intervalo de
analise e zero fora deste intervalo, isto é, calculamos a DFT da seguinte sequéncia:

X(n)=x(njw(n) (4.20)

Na qual a fungdo w(n) é chamada de janela retangular tal que:

w(n) = I, n=0,1,2,-,N-1 »
10, caso contrario 4.21)

Desse modo, como se tem um produto de fungdes, o espectro observado da TDF serda dado pela
convolugdo circular entre o sinal real x(n) e a janela w(n), assim,

i(e j‘”): X (e J'W)N(e j‘”) (4.22)
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. N-1
; sen(WN /2) —iw—
emque:W(e‘“*We :

Assim, por causa da convolugdo, a janela apresenta o efeito de espalhar o espectro do sinal sobre toda
a faixa de frequéncias observavel, entre zero e a metade da frequéncia de amostragem, distorcendo o
espectro real. Este resultado ¢ melhor compreendido através de um exemplo, como mostraremos a seguir.

Para ilustrar este efeito considere o espectro de amplitude do sinal x(n) = cos(2m0.25n), mostrado na
figura 4.9. Este espectro foi obtido em um computador, utilizando 32 valores da sequéncia x(n) e
acrescentado de 224 zeros, totalizando um total de 256 pontos. Os zeros foram acrescentados para
melhorar a resolucdo grafica da figura. Como o sinal é cossenoidal, seria esperado que o espectro
estivesse concentrado em torno das frequéncias digitais de £0.25, porém, por causa dos lobulos laterais
relativamente grandes da janela retangular (veja apéndice Al), o espectro esta espalhado por toda a faixa
de frequéncias entre £0.5. Este fendmeno é conhecido como leakage. Para sinais com mais componentes
de frequéncias este efeito pode mascarar algumas frequéncias do espectro.

0.5

0.4

037

0.2

0.1¢

0.0 ’ : ‘ ‘
-0.4 -02 0.0 0.2 0.4 0.5

Figura 4.9: Espectro de amplitude para o sinal x(n) = cos(20.25n).

Na figura 4.10 ¢ ilustrado o espectro de amplitude de um sinal com duas componentes
cossenoidais, isto €, x(n) = cos(2n0.25n) + 0.25cos(2n0.35n). Observe que por causa do efeito de
espalhamento (spectral leakage), a componente de frequéncia digital igual a 0.35 e de menor amplitude
praticamente ndo aparece no espectro. Se o sinal fosse desconhecido, seria muito dificil, ou praticamente
impossivel de identificar esta componente. Consequentemente, neste caso, a DFT ndo é uma boa
aproximagdo do espectro do sinal.
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Figura 4.10: Espectro de amplitude para o sinal x(n) = cos(270.25n) + 0.25co0s(270.35n).

Uma explicagdo para esse efeito é a que segue: A janela retangular apresenta uma transigdo abrupta,
este transiente causa no seu espectro de frequéncias grandes l6bulos laterais. A solu¢do que dispomos
para o problema ¢ forcar a forma de onda da sequéncia tender a zero de maneira suave, sem transientes.
Isto pode ser realizado utilizando uma funcdo de janela diferente da retangular, como por exemplo, as
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janelas de hamming ou de hanning (veja apéndice Al) para multiplicar o sinal. Janelas com transi¢des
mais suaves tendem a apresentar, no espectro de amplitude, 16bulos laterais bem menores do que os da
retangular e 16bulo principal um pouco mais largo. Evidentemente que o uso de uma janela diferente da
retangular modifica o sinal, porém, no dominio da frequéncia o sinal é melhor visualizado possibilitando
uma melhor identificagdo das componentes de frequéncias do sinal. A figura 4.11 mostra o espectro de
amplitude do sinal com duas componentes senoidais do exemplo anterior, multiplicado por uma janela de
hamming, cuja equagdo ¢ dada por:

0.54—0.46cos(2m/N), 0<n<N
w(n) = (4.23)

0, caso contrario

0.35
0.30
0.25¢
0.20
0.15¢
0.10

0.05F W
0.0 ‘ :

-0.4 -02 0.0 0.2 04 0.5

Figura 4.11: Espectro de amplitude para o sinal x(n) = cos(210.25n) + 0.25co0s(270.35n),
utilizando janela de hamming.

Como janela de hamming apresenta uma transi¢do suave para o valor zero e, portanto 16bulos laterais
pequenos, as duas componentes cossenoidais podem ser observadas, como mostra a figura 4.11.
Consequentemente, utilizando janelas adequadas, a DFT pode se tornar uma boa aproximagao do espectro
do sinal. Uma dificuldade adicional que encontramos, quando do uso de janelas, ¢ que a janela altera a
poténcia total do sinal, modificando a amplitude dos espectros, como podemos observar também na figura
4.11. Uma solucdo para minimizar este efeito seria multiplicar a transformada do sinal pela soma dos
valores w(n) da janela utilizada.
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Exercicios

N-l 27

i=—((r=k)n N, r=k

Prove a seguinte relacdo: Z e N = {O )
, =

n=0
Calcule a TDF da sequéncia: x(0) = 2; x(1) = 2; x(2) = -2 e x(3) = -2.
Calcule a TDF inversa, de N pontos (N = 10) de:

1, k=0
X(k)=42, k=3e7
0, caso contrario

Um sinal analdgico ¢ amostrado em 10kHz e a TDF de 128 amostras ¢ calculada. Determine o
espacamento de frequéncia entre as amostras espectrais.

Mostre que a resolugdo espectral de uma TDF de N amostras de um sinal é melhorada acrescentando
zeros (por exemplo, M) a sequéncia original, e em seguida calculando a TDF de N+M pontos.
Exemplifique.

Encontre a TDF das seguintes sequéncias. (Considere 0 < n < N-1 e k um valor inteiro de indice de
frequéncia):
a) x(n)=056(n)
b) x(n)=03(n - n,), onde 0 <n, <N-1
¢) x(n)=a",ondea<l
d) X(Il) — ej(ZnQ/N)n
e) x(n)=cos[(2ma/N)n]
L, n=0,1,---,N-1

f) X(n) = {0 N> N OBS: faga N =4, 8 e 16. Observe as diferencas

Exemplo no computador: Obter a TDF de x(n) = cos(2no/N)n, onde N=128 e o = 1; 1.5 e 2. Utilize
um software tal como o MatLab para fazer este exercicio.
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Capitulo 5

Projeto de Filtros Digitais

5.1 Introducédo

Os filtros pertencem a uma classe muito importante de sistemas lineares invariantes no tempo, cuja
funcdo primaria ¢ selecionar, com pouca ou nenhuma atenuacdo, determinadas componentes de
frequéncia e rejeitar ou remover todas as outras componentes de um sinal aplicado em sua entrada. Tais
filtros sdo chamados de filtros seletivos em frequéncia. Eles sdo utilizados em aplicagdes tais como:
reducdo de ruido, enriquecimento de sinais, equalizadores graficos em sistemas de audio, e em muitas
outras aplica¢des de engenharia elétrica. Em um contexto mais amplo define-se um filtro como um
dispositivo que modifica as componentes de frequéncia de um sinal aplicado em sua entrada.

Existem duas classes principais de filtros, os analdgicos e os digitais. Os filtros analdgicos utilizam
componentes eletronicos tais como resistores, capacitores, indutores e amplificadores operacionais para se
construi-lo. Os filtros digitais utilizam um processador digital para realizar calculos numéricos relativos a
filtragem em um sinal amostrado. Sendo assim, além de incorporarem as vantagens do processamento
digital, eles sdo facilmente projetados e implementados.

Neste capitulo serfo descritas diversas técnicas de projeto dos filtros digitais, tanto para os filtros IIR
(filtros com resposta ao impulso infinita) bem como para os FIR (filtros com resposta ao impulso finita).
As técnicas, aqui apresentadas, sdo baseadas nos projetos classicos de filtros analogicos, ou entdo na
aproximagdo das suas caracteristicas ideais. As caracteristicas desejadas sdo especificadas pelas respostas
de amplitude e de fase ou entdo, pela fungdo de transferéncia e o projeto propriamente dito consiste em
encontrar os coeficientes de um filtro IIR ou FIR que melhor aproximam as especifica¢cdes desejadas.

Na pratica os filtros FIR s@o empregados quando as especificagdes de projeto requerem um filtro
com fase linear. Quando este requerimento nao ¢ necessario podem-se utilizar os filtros IIR. Os filtros IIR
sdo preferidos em relagdo aos FIR, pois apresentam menores lobulos laterais na banda de atenuagdo, e as
caracteristicas desejadas sdo obtidas com um nimero menor de parametros, reduzindo a complexidade
computacional. Os filtros FIR, ao contrario, apresentam caracteristicas completamente opostas aos IIR.

Neste capitulo, para facilidade de notagdo, representaremos a frequéncia angular analdgica, dada em
radianos por segundo, pela letra grega omega maiuscula (Q2) e a frequéncia em ciclos por segundo ou
Hertz por (F). As frequéncias digitais serdo representadas pelas letras mintisculas romanas w e f,
respectivamente.

5.2 Projeto de filtros digitais com resposta ao impulso infinita - IR

Os filtros IIR sdo filtros recursivos, cuja saida no instante atual depende dos valores presente e
passados da entrada e também dos valores passados da propria saida. Eles apresentam uma resposta ao
impulso com duracdo infinita, € como consequéncia eles podem ser adaptados aos filtros analogicos que
também, geralmente, apresentam resposta ao impulso com duragdo infinita. Assim, as técnicas principais
de projeto dos filtros IIR consistem na obteng@o de um filtro analdgico, com determinadas especificagdes
de projeto, em seguida, na transformacdo deste filtro em um digital. A transformagdo tenta preservar
alguma caracteristica ou representagdo do filtro analogico.

Existem trés técnicas basicas para o projeto de filtros digitais com resposta ao impulso infinita:
aproximagdo das derivadas da equagdo diferencial, invaridncia na resposta ao impulso e transformagao
bilinear, que ¢ a mais popular. Estas técnicas sdo baseadas na transformacdo de um filtro de tempo
continuo em um filtro de tempo discreto, através de um mapeamento do plano S da transformada de
Laplace para o plano z. A razio para este procedimento ¢ que os projetos classicos dos filtros analogicos
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sdo bem conhecidos, padronizados e tabelados, além disso, familias de filtros padrdes, como por exemplo,
os filtros de Butterworth, de Chebyshev e elipticos conduzem a projetos eficientes. Uma outra razdo é que
estes projetos conduzem a formulas muito simples de transformagdo do dominio do tempo continuo para
o discreto.

Um filtro analdgico continuo no tempo pode ser representado, no dominio da frequéncia, pela
seguinte fungdo do sistema:

M
Zﬁksk

Ho(s)="—— (5.1)
k=0

em que: ay ¢ Py sdo os coeficientes constantes do filtro, N ¢ ordem do filtro, que corresponde ao
maior grau do denominador, e s o operador de Laplace. O subscrito ‘a’ indica que o filtro ¢ analogico.

A transformada de Laplace inversa da fungdo do sistema fornece uma outra forma de representagio
de um filtro, isto ¢, a representacdo através da sua resposta ao impulso.

o+ joo
1
ha(t)=2—nj H,(sk™ds (52)

6—jo

Uma outra forma alternativa para representar um filtro analdgico é descrevé-lo através de uma
equagdo linear diferencial com coeficientes constantes como mostrado abaixo:

N dk M dk
—ylt)= — X[t
kZ:(;ak e y(t) Z;Bk 4K x(t) (5.3)

As trés representacdes mostradas acima conduzem a trés métodos diferentes de projeto de filtros
digitais IIR, como sera estudado em detalhes a seguir.

5.2.1  Método por aproximacao das derivadas
Este procedimento consiste em aproximar a representagdo por equagao diferencial linear dada pela

equacdo (5.3), por uma equacdo de diferengas linear. Admitindo T, o intervalo de amostragem, uma
aproximagdo numérica para a derivada de primeira ordem ¢é dada pela seguinte equagao:

d 1
m y(t - —f[y(n)— y(n-1)] (5.4)

A derivada de primeira ordem apresenta como fungio do sistema a seguinte transformada:
H(s)=s

A equacdo de diferencas da equacdo (5.4) tem como fung@o do sistema a seguinte transformada z:
1 1
H(z)=—11-2
@)--b-7]

Entdo, o seguinte mapeamento do plano complexo S para o plano complexo z ¢ realizado quando se
faz a seguinte aproximagdo numérica:
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s:Ti[l—z'1 (5.5)

a

Para a derivada de segunda ordem pode-se fazer a seguinte aproximagao:

d’ y(t){ _ L{ y(n)-y(n-1) y(n-1)-y(n —2)} _ T%{y(n)_zy(n “1)+y(n-2))

dt 2 Ta Ta Ta

e a equivaléncia no dominio da frequéncia sera dada por:

-z
s? = (5.6)
Ta
Seguindo o procedimento acima, segue que a substituicdo para a derivada de k-ésima ordem sera:
- "
sk = (5.7)
Ta

Portanto, a fungfo de transferéncia para um filtro digital IIR que aproxima a fungdo de transferéncia
do filtro analdgico através da aproximacdo numérica das derivadas ¢ realizada através da seguinte
transformagao:

H(z)=Ha(s) 1) (5.8)

As consequéncias desta transformagdo podem ser verificadas reescrevendo a equagdo (5.5) como
segue:

= = - = =—
1-sT, 1-jQT, 1+(QT, (5.9

1 1 1
i

Conforme Q varia de -0 a o no plano s, a variavel z € mapeada em um circulo de raio %2, centrado
no eixo real, em z = %. Qualquer ponto no semiplano esquerdo do plano s, onde o filtro analogico é
estavel, ¢ mapeado, no plano z, dentro do circulo de raio %, como mostra a figura 5.1.

1/2 1

Re

Plano z Plano s

Figura 5.1: Mapeamento de s no plano z.

Consequentemente, se H(s) for estavel, esta transformacdo conduz a um filtro digital estavel, pois
todos os polos de H(z) estardo dentro do circulo de raio unitario, mais precisamente, dentro da
circunferéncia hachurada na figura 5.1. Observe também que a localizagdo dos polos de H(z) esta
confinada em uma area de frequéncias digitais baixas, de 0 a + w/2. Este fato, limita a utilizagdo destes
filtros para as caracteristicas passa-baixas e passa-banda, com frequéncia de corte ou de ressonancia baixa
quando comparada com a frequéncia de amostragem. Nao ¢ possivel projetar filtros passa-altas com esta
técnica.
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Exemplo 1: Converta o filtro passa-baixas com frequéncia de corte igual a 1 rad/s e com fungéo de
transferéncia mostrada abaixo, em um filtro digital IIR utilizando o método de aproximacdo das
derivadas.

1
Ho(8)=———F+——
() s2 4425 +1

—  Para a determinagdo de H(z) substitui-se, na equagio acima, s por (1 —z")F,. Assim:

H(z)= 1;5 5 emque:K = F2 ++2F, +1
| RlR+A2) | +FTaZ_2

K

— Assim, os coeficientes do filtro digital em func¢do de T,, serdo dados por:

by=1/K  a =1 o - FallFev2) R

b K 27k

Na figura 5.2 sdo mostrados espectros de amplitude dos filtros para frequéncias de amostragem de 2
Hz ¢ 10 Hz. Observe que uma melhor aproximagdo para o filtro analdgico ocorre para a frequéncia de
amostragem maior (F, = 10Hz) . Para frequéncias de amostragem grandes, os intervalos de amostragem
sdo pequenos e as frequéncias digitais de interesse ficam concentradas em torno do eixo real, onde os
circulos de raio 2 e unitario se tocam, assim neste intervalo melhor sera a aproximagao.

O (a) 0 . bF.=2Hz O (@ F.= 100
-10 -10 -10
-20 20 220
-30 -30 -30
-40 -40 -40
0.1 1 10 0.1 1 10 0.1 1 10
— rad/s

Figura 5.2: Projeto de filtros por aproximagédo das derivadas: (a) analdgico; (b) digital; (c) digital.
5.2.2  Método por invariancia da resposta ao impulso

Este método tem como objetivo a obtencdo de um filtro IIR cuja resposta & amostra unitaria, h(n),
seja uma versdo amostrada da resposta ao impulso do filtro analégico que se quer aproximar. Para
preservar a resposta ao impulso, h,(t) é amostrada em intervalos regulares T, de modo a se obter a
resposta h(n) do filtro digital tal que:

h(n)=ha(nT, )= ha (t) _r (5.10)

Lembrando que a equagdo no dominio da frequéncia, que relaciona o espectro de frequéncias de um
sinal amostrado a uma taxa F, com o espectro do sinal analogico ¢ dada por:

o0

H(f):FaZHa[(f_k)Fa]’ (5.11)

k=—o0
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fica claro, pelo critério de Nyquist, que a resposta em frequéncia do filtro digital se aproxima do
analdgico, desde que a frequéncia de amostragem seja estabelecida suficientemente grande, de modo a
minimizar o efeito da superposi¢do espectral (aliasing). Consequentemente, este método é também
limitado para os filtros passa-baixas e passa-banda, nos quais ndo existem oscilagdes na banda de
atenuagdo. Ele é inadequado para o projeto de filtros passa-altas e rejeita banda a ndo ser que um filtro
antialiasing seja utilizado.

Para mostrar o desenvolvimento do projeto de filtros por invaridncia da resposta ao impulso,
considere um filtro analdgico de ordem N, com N polos simples e distintos. Assim, a fungdo de
transferéncia na forma de fragdes parciais ¢ dada por:

S— Py

N Ak
Ha(s)=2, (5.12)
k=1

em que: Pk sdo os polos do filtro analdgico e A, sdo os coeficientes da expansdo em fragdes parciais.

A resposta ao impulso ¢ determinada pela transformada de Laplace inversa da equagéo (5.12):
N
ha(t)=Y" Ace™u(t) (5.13)
k=1

Para preservar o formato da resposta ao impulso, h(t) ¢ amostrada nos instantes t = nT,. Assim,
N
h(n):ha(nTa):ZAkepk”Tau(n) (5.14)
k=1

Calculando a transformada z de h(n) tem-se:

0 o N N 0 n
H(z)=> h(n)z " =) > AePMz " =" A, Z(e PiTa z‘l)
k=1

n=0 n=0 k=1 n=0

portanto:

N Ak
H(z):Z— (5.15)

PiTa 5 -1
o 1—etez

A fung¢do de transferéncia acima corresponde a um filtro digital que apresenta h(n) = h,(nT,) desde
que ndo ocorra superposicdo espectral. Note na equagdo (5.15) que os polos, dy, deste filtro sdo dados por:

d =e™@ :k=1,2,---,N (5.16)

As equagdes (5.15) e (5.16) fornecem um meio para se projetar filtros digitais pelo método de
invariancia ao impulso. Note que ndo ¢ necessaria a determinagdo de h,(t) para o projeto, como se poderia
pensar a principio. Na realidade sdo necessarios o conhecimento dos polos do prototipo analdgico e a
frequéncia de amostragem do sinal.

Com relagao a estabilidade do filtro pode-se notar diretamente que se o filtro analogico de referéncia
¢ estavel, entdo os seus polos py = 6y +j{ apresentam o\ < 0. Neste caso, como:

|d,|=e <1 (5.17)
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Assim, este método conduz a um filtro causal, estavel, pois desde que os polos de H,(s) estdo
localizados no semiplano esquerdo do plano s, entdo os polos de H(z) estardo localizados dentro do
circulo de raio unitario.

Exemplo 2: Converta o filtro do exemplo 1, em um filtro digital pelo método de invaridncia ao
impulso.

1
H(s)=——
() s2 4425 +1

— Calculando os polos de H,(s) e expandindo em fra¢des parciais tem-se que:

V2 V2

-2 Ly
Ha(s): 2 + 2
s () s Y204

—  Polos de H,(s) e de H(z):

2 .
p1,2:_(_1i1) = d,=e?

—  Calculo de H(z):

Ry V2,
H(z)= = 2 + fz

72(_1+J)Ta -1 72(_1_])1-3 -1

1-e2 1-e2 z
2

x/Ee 2 asin[x/ZETaJZ_l

H(z)= 5

_7Ta 2 — —
1-2e 2 cos({Tan_l Lo Vg2
— Assim, os coeficientes do filtro digital em funcdo de F, serdo:

V2 V2
22F, -—/F
bp=0 b =+2e 2 sin[%/ FaJ a, =1 a =2 2 cos(%/ Faj a, =e V2%

— Para manter o ganho compativel com o analdgico multiplicamos H(z) por T,, ou seja, multiplicam-se
todos os coeficientes by acima pelo periodo de amostragem.
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O (a) 0 \{b) F, = 2Hz 0 . @) F.=10Hz
-10 -10 -10
220 -20 -20 \
230 -30 -30
-40 -40 -40
0.1 1 10 0.1 1 10 0.1 1 10

— rad/s

Figura 5.3: Fitro digital por invaridncia ao impulso: (a) analogico; (b) digital; (c) digital.

Uma vantagem na utilizagdo deste método ¢ que as frequéncias Q e W sdo relacionadas linearmente,
mas como o espectro de H(z) é o mesmo de H(s) s6 que se repete em multiplos da frequéncia de
amostragem alguma superposi¢do de espectros ¢ esperada e em alguns casos pode-se tornar intoleravel.
5.2.3  Método por transformacao bilinear

Este método é o melhor procedimento para se projetar filtros digitais a partir de um protdtipo
analdgico. Ele supera as limitagdes dos anteriores, que sdo restritos aos filtros passa-baixas e passa-banda.
Ele evita o problema da superposi¢do espectral, enquanto mantém as principais caracteristicas da fungéo
de transferéncia do filtro analdgico. A transformacéo bilinear faz o mapeamento de todo o eixo -0 < Q <
o0 no circulo unitario -t < W < 7, através da utilizagdo da regra de integracdo numérica (regra do trapézio).
O uso desta técnica ¢ restrito as situagdes onde € aceitavel distor¢do no eixo das frequéncias por causa da
compressao de Q entre +oo para W entre .

Considere um sistema de primeira ordem com fun¢do de transferéncia:

H.is)=——~=—"— 5.18
A equag:ﬁo diferencial associada a este sistema ¢ dada por:

ay(t)+ ay(t)=bx(t) (5.19)

Sabe-se que a integral da derivada de y(t) fornece:

y(t)= j y (t)dt+ y(t, ) (5.20)

em que y’(t) é a derivada de y(t).

Admitindo t = nT, e ty = (n-1)T, a integral é realizada em um intervalo correspondente a duas
amostras consecutivas. Assim, aplicando a regra do trapézio na equagdo (5.20) tem-se que:

y(n)=2[y (n)+ ¥ (-1} y(n-1) (5.21)

Admitindo t = nT, na equagdo (5.19) e substituindo na equagdo (5.21), acima, segue que:



MB.J & = &,

:,;.._SEI_-EESC -92 .

{1 " a}‘ }y(n){l - a}‘ }y(n -1)= b}‘ [x(n)+ x(n-1)] (5.22)

A equagdo acima ¢ uma aproximac¢do numérica do sistema de primeira ordem mostrado em (5.18) e
em (5.19). Assim, a transformada z da equacg@o (5.22) fornece a funggo do sistema digital equivalente:

b
H(z)z=——————
2 (1-z7" (5.23)
— +a
Ta|1+z7!

Comparando as equagdes 5.18) e (5.23) pode-se concluir que o mapeamento do plano S para o plano
z pode ser feito pela seguinte relagao:
2 (1-27"
S=— (5.24)

T, (1+27!

Assim, substituindo S pela relagdo acima em H(s) obtém-se o filtro digital equivalente pelo método
da transformacao bilinear.

Para verificar as consequéncias desta transformagao, seja s = jQ e z = ¢/. Apés alguma manipulagdo
algébrica na equacgdo (5.24) tem-se que:

2 (w L(QT
Q="tan — ou w=2tan a 2
T (2] ( 2 j 429

a

A » =2arctg(£2T/2)

T

\/ Re
Plano z X

Plano s

Figura 5.4: Mapeamento para a transformagdo bilinear.

Observe que a faixa de frequéncias entre 0 e oo, ¢ mapeada entre 0 e 7, no plano z, e a faixa -0 <Q <
0 ¢ mapeada no circulo unitario tal que -t <w <0.

A transformagdo bilinear evita o problema da superposicdo espectral encontrado nos outros dois
métodos, pois o eixo jQ ¢ mapeado inteiramente no circulo unitario do plano z, desse modo ndo ha
superposi¢ao espectral no dominio da frequéncia. Todo o semiplano esquerdo do plano S é mapeado
dentro do circulo unitario o que indica que a transformacdo ¢ estavel. Contudo, este mapeamento é
altamente ndo linear, devido a fungfo tangente que relaciona € com w na equacdo (5.25). Esta relagdo
comprime o eixo jQ. Este tipo de compressdo é chamado na literatura de frequency warping e deve, a
principio, ser tolerado quando da utilizagao deste método.

Exemplo 3: Converta o filtro do exemplo 1, em um filtro digital utilizando o método de
transformacao bilinear.

1
H,(s)=——
() s2 442541
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_ -1
— substituindo s por 2F, 1-2 T | tem-se que:
1+z"
(1+2z‘1 + 2‘2)/k1 2
H(z)= em que : k1 =1+ 2v2F, +4F
8F2 -2 | 1-242F, +4F2
1-—2 27+ a & 7
k1 k1

Na figura 5.4 sdo mostrados espectros de amplitude dos filtros para frequéncias de amostragem de 2
Hz e 10 Hz. Observe que ha pouca diferenca na aproximacao do filtro analdgico tanto para a frequéncia
de amostragem de 2 Hz quanto para a de 10Hz, a ndo ser pela distor¢do no eixo de frequéncia. Existe uma
compressdo na resposta de amplitude do filtro digital. Uma das grandes vantagens na utilizagdo deste
método ¢é ndo ha restri¢do no tipo de filtro que sera projetado, portanto este método € o mais utilizado na
obtencdo de filtros digitais IIR.

L (@) O —FR=207 O )F.-=10H

-10 -10 \ -10
220 -20 \ -20 \

230 -30 \ -30

0.1 1 10 0.1 1 10 0.1 1 10
— rad/s

Figura 5.4: Filtro digital utilizando transformagéo bilinear: (a) analdgico; (b) digital; (c) digital.

5.3 Familia de respostas de filtros analdgicos

A técnica mais comum de projeto de filtros IIR ¢ a que transforma um prototipo analdgico,
previamente projetado, em um digital, utilizando um dos trés métodos mostrados na se¢ao anterior. Nesta
secdo serdo estudados alguns procedimentos de projeto dos filtros analdgicos, bem como algumas
familias de respostas de filtros analdgicos muito empregadas na pratica e que serdo utilizadas como base
nos projetos dos filtros digitais IIR. As familias, aqui discutidas, sdo apresentadas para os protdtipos
passa-baixas, os outros tipos de filtros podem ser facilmente obtidos por transformagio de frequéncias.

5.3.1 Resposta de Butterworth

Sabendo-se que a caracteristica de amplitude de um filtro ideal é plana na faixa de passagem, o filtro
de Butterworth tenta aproximar esta caracteristica através de uma fung@o polinomial no dominio da
frequéncia. Ele ¢ caracterizado por uma resposta de amplitude que ¢ maximamente plana na faixa de
passagem (figura 5.5.a) e por uma resposta decrescente na banda de parada. O moédulo ao quadrado da sua
fungdo de transferéncia é definido como:

1
2N 5 N
1+( Q) 14| 7S (5.26)
Q Qg

em que: Q. ¢ a frequéncia de corte do filtro (queda de 3 dB na banda de passagem) e N é a ordem do
filtro.
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Admitindo Q,, = Q/Q. na equacgao (5.26), as seguintes propriedades podem ser observadas:

1. |H (O)| =1, isto ¢, ganho igual 1 na faixa de passagem. Para um ganho diferente basta multiplicar
(5.26) pelo ganho desejado.

2. |H(1)| =0.707, frequéncia de corte igual a 1 rad/s, como consequéncia da normalizacdo em

frequéncia.

3. Expandindo |H(Q,)| em série de Taylor tem-se que:

: 1 L on 3 4N
Hijo)l= |— L —1-Low 3om .
o) 1+(Q, ™ 2o T

Desse modo, as derivadas de [H(Q,)| para Q, = 0 serdo:

dk

- =0 :k=1,2,,2N-1
dok

Q,=0

IH(j€,)

Todas as derivadas de ordem n = 1, 2, ..., 2N-1 sdo nulas em Q, = 0, indicando que em torno
deste valor a fungdo ¢ plana. Devido a esta propriedade o filtro de Butterworth ¢ conhecido como
filtro com resposta em amplitude maximamente plana.

4. Conforme a ordem do filtro aumenta, a resposta de amplitude torna-se mais plana na faixa de
passagem ¢ a taxa de atenuag¢do na banda de transi¢do torna-se mais acentuada, como pode ser
observado na figura 5.5.a. Acima da frequéncia de corte, isto €, para Q, >>1 ou Q >> Q,, a funcdo de
transferéncia exibe uma taxa de atenuagdo correspondente a 20N dB por década (cada vez que se
aumenta por 10 a frequéncia) ou 6N dB por oitava (cada vez que se dobra a frequéncia). Nesta
situacdo a resposta assintotica sera:

1
NN
Q
=)

Os polos da fungao de transferéncia sdo aqueles anulam o denominador da equagdo (5.26). Assim:

[H(j)~

2 .
_5_2:(_1)1/N :e](2k+l)n/N kZO,l,"',ZN—l
QC

Consequentemente, os polos que permitem que a equagdo (5.26) seja estavel serdo:
P = Q.el™/ 2gi2kAR/2N g 1 N -] (5.27)

A equagdo acima indica que estes polos estdo localizados no semiplano esquerdo do plano S em
pontos regularmente espagados em um circulo de raio €2, e sdo simétricos em relagdo ao eixo real, como
mostra a figura 5.5b.
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1 .
: iQ
r X
i Pi X
0.5 : it S
[} X
0 '
0 Q. 2Q, (a) (b

Figura 5.5: (a) Espectro de amplitude, (b) localizagéo dos polos do filtro de Butterworth.

Exemplo 4: Determine a fungdo de transferéncia de um filtro de Butterworth de ordem 2 e
frequéncia de corte (O, = 1 rad/s.

— O célculo dos polos ¢ feito utilizando a equagdo (5.27), assim:

po =€ 2e ™4 = cos(3n/ 4)+ jsen(3n/ 4)=—L !

NG
p, =e /™ 23" * —cos(5n/ 4)+ jsen(5n/ 4):—L— ]

V2 V2
— O célculo de H(s), para um filtro de ordem N e ganho unitario, é feito pela seguinte expressao:

PoPi-Pno
S— po)(S— pl)“‘(S— prl)

H(s):(

Admitindo N = 2 tem-se que:

bt _ 1
S—Po)s—pi) s2+42s+1

H(s):(

5.3.1.1 Especificacdes para o projeto de filtros passa-baixas

As especificagdes mais comuns encontradas para o projeto de um filtro sdo ilustradas na figura 5.6.
Nesta figura a resposta de amplitude de um filtro passa-baixas ¢é linearizada por partes, onde se
identificam trés regides: Uma banda de passagem (0 a €2,,), uma banda de transi¢do (€2, a €) e uma banda
de atenuagdo ou de parada (acima de €)). Em que, Q, ¢ a frequéncia da banda de passagem, € é a
frequéncia da banda de atenuag@o, dyax € Omn S30 as atenuagdes maxima da banda de passagem e
minima da banda de parada.

IH(€2)

1/8max

I ER R ——

1y fmmm i mmm e
! Q, O

Figura 5.6: Especificagdes para o projeto de filtros passa-baixas.

Q

Na faixa de passagem (0 a ;) a atenuagdo ndo pode exceder a Syax € na banda de atenuagdo (acima
de €)) a atenuagdo nao devera ser menor que Syn. Lembre que a atenuagio € o inverso do ganho. Para se
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obter a melhor aproximagdo possivel de um filtro ideal, a banda de transi¢do By = € - €, deve ser a
menor possivel. Com estas informagdes determina-se facilmente a ordem N e a frequéncia de corte da
caracteristica de Butterworth. De posse destes resultados determina-se os polos através da equacdo (5.26).

Exemplo 5: Determine a fungdo de transferéncia H(s) de um filtro de Butterworth que satisfaga as
seguintes condigdes de projeto: Q, = 10007 rad/s (F, = 500 Hz), dmax = 2 dB, € = 40007 rad/s (F, =
2000 Hz), Syimin = 40 dB.

— Utilizando a equag@o (5.26), na banda de passagem tem uma atenuagdo de 1 dB ou um ganho de 10
2/20.

2N
2
H(io, ) =;2N=10‘2“° - [1000“] =0.5849 (1)
10007 Q,
1+
QC
— Nabanda de atenuagao tem-se:
1 40007 )"
H(jQ, )} =———— =107 = (Q“J =9999 (1)
Cc

2N
40007
1+
QC
— A determinacdo da ordem do filtro pode ser feita dividindo (II) por (I):

(4P =1709510° =  N=351

4000/ 0, )" 9999
10000/ Q. ) 05849

A ordem do filtro é aproximada para o menor inteiro maior que 3.51. Assim: N = 4

— O célculo da frequéncia de corte pode ser feito utilizando ou a equagéo (I) ou ento a (II) em que N =
4. Utilizando (I) tem-se:

8
[1000“] =0.5849 = O, =10697rad /s

C

Observe que esta solugdo ndo ¢ tnica. Utilizando a equacdo (II) o resultado seria outro (12657 rad/s),
porém qualquer que seja a frequéncia utilizada, o filtro estard dentro das especificagdes do problema.

—  Célculo dos polos, utilizando a equagdo (5.27):

. ( 1 2k+1)
jn| —+——
p, =1069me \? & k=0,1,2,3
—  Caélculo de H(s). Apds alguma manipulagdo algébrica tem-se:

Po P P2 P; 1.3059 10'?

H(S)Z =
(s—po)(s—p )(s—pPy)(s—p;) s*+2.793410%°s* +3.901610%s% +3.1922 10”5 +1.3059 10"

5.3.2  Resposta de Chebyshev
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A familia de Chebshev apresenta como uma de suas principais caracteristicas uma maior taxa de
atenuacdo na banda de transicdo do que a dos outros filtros polinomiais, ¢ ondulagdes na banda de
passagem ou entdo na de atenuagdo. Existem dois tipos de filtros de Chebyshev: tipo I e tipo II. O
primeiro tipo apresenta um comportamento oscilatorio na faixa de passagem (equiripple) e um
comportamento monotdnico para frequéncias acima desta banda, como mostra a figura 5.7. O tipo II
apresenta um comportamento exatamente oposto ao tipo I, isto ¢, um comportamento monotdnico na
faixa de passagem e oscilatorio na banda de atenuagdo.

Para o filtro tipo I 0 médulo ao quadrado da sua resposta em frequéncia é dado por:

2 1 1
C1+elcilare,) 1+eici(@,)

H(j) (5.28)

em que: € ¢ um paradmetro que controla a amplitude das ondulagdes da banda de passagem e Cy(Q,) €
o polindmio de Chebyshev de ordem N.

Embora Cy(€2,) seja um polindmio, ele ¢ melhor definido em termos de fungdes trigonométricas
como abaixo:

cos(N cos™! Qn), lo,|<1

Cy(,)=
v (@) cosh(Ncosh‘lQn), I, |>1

(5.29)

Algumas caracteristicas sdo muito importantes para estes polindmios. Para |Q,| < 1, eles apresentam
um comportamento oscilatorio, com amplitude constante variando entre = 1 e por esta razdo sdo
chamadas também de fungdes equiripple. Para [Q,| > 1, tem-se um cosseno hiperbolico e, portanto Cn(€2,)
cresce com maior rapidez do que qualquer outro polindmio de mesma ordem, produzindo um filtro cujas
caracteristicas sdo mostradas na figura 5.7.

Na realidade ndo ha necessidade de se utilizar a equagdo (5.29), pois estes polindmios sao facilmente
gerados através da seguinte formula de recursdo:

CN+1(Qn):2QnCN1(Qn)_CN—l(Qn) (5.30)

em que: Co(€,) = 1 e Cy(€,) = Q, e portanto segue que:

C, =207 -1
C, =403 -30
R (5.31)
C4 =SQn —SQn +1
— Jio
1 / 1 + 82 _______________ X
Px x
] | N — —
X ;
0
0 Q 2Q, (a) (b)

Figura 5.7: Filtros de Chebyshev tipo I; (a) Espectro de amplitude; (b) localizag¢do dos polos.

Considerando as equagoes (5.28) e (5.29), as seguintes propriedades podem ser observadas:
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1. Para Q=0 tem-se:

1, n impar
[HO)=4__1 (5.32)

\ n par
Vi+eg?

2. Para Q=Q,, o ganho ¢ minimo na banda de passagem ou méxima atenuacdo nesta banda:

1
Hﬁa = , qualquer n 5133
| pl V1+¢? ( )
3. A ondulaggo (em dB) na banda de passagem ¢ definida como:

r=10|og(MJ=10|og(1+gz) = g2=10"11 (5.34)
MIN

4. O ntmero total de maximos e minimos na banda de passagem ¢ determinado pela ordem do filtro.

5. A banda passante ¢ definida como a faixa de frequéncias em que ondulac¢do oscila na amplitude
minima.

Os polos py desta familia de filtros sdo aqueles anulam o denominador da equagdo (5.28). Assim, eles
estdo localizados em uma elipse cujos raios maior (r;) € menor (1,) sdo dados por:

0

n =7p[ﬁ+%] (5.35)
0

r,= Tp(ﬂ —%) (5.36)

em que, Q, € a frequéncia maxima da banda de passagem e o pardmetro 3, depende de € e da ordem
N, sendo dado por:

1/ N
b :[W +lj (5.37)

Desse modo, eles sdo dados por:

P = Oy + JQy =1, COS §y + Jr sen dy (5.38)
em que:
n 2k+1 (
b =S+ k=01 N 530,

As especificacdes para o filtro de Chebyshev sdo praticamente as mesmas do projeto de um filtro de
Butterworth a ndo ser pela ondulagdo na banda de passagem. Desse modo, no projeto destes filtros €
comum a especificacdo dos seguintes parametros: ondulagdo maxima na banda de passagem (1),
frequéncia da banda de passagem (€2,), atenuagdo minima na banda de atenuagdo (5s) e frequéncia de
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inicio desta banda (€)). Com estes dados, o valor de € ¢ determinado através da equacdo (5.34) e a ordem
N ¢ determinada por uma das seguintes equacdes dadas abaixo:

(5.40)

em que: 8, =10%'%

| 10r/10_1
cosh™ q,[—
103710 _1 (5.41)
N -1
cosh™ Qg

Apbs os calculos de N e ¢, os polos do filtro sdo determinados utilizando as equagdes (5.37), (5.35),
5.36), (5.39) e 5(38). O exemplo a seguir ilustra o procedimento de projeto de um filtro de Chebyshev.

Exemplo 6: Determine a funcdo de transferéncia de um filtro de Chebyshev que satisfaca as
seguintes especificagdes: ondulagdo na banda de passagem r = 2 dB, Q, = 1000x rad/s (F, = 500 Hz),
= 40007 rad/s (F; = 2000 Hz), dymin = 40 dB.

—  Caélculo de € equagdo (5.35):
g2 =10""10-1=10"2-1=0.58489 =  £=0.76478

—  Célculo da ordem do filtro, equacdo (5.40):

82 _ 1040/20 — 102

Iog{«/m“ —1+410% +0.58489+1}
20.76478
N _log{130.758} 536

= =2, = N=3
logh +16—1] log{7.87298}
—  Caélculo dos polos, equagdes (5.35), (5.36), (5.37) e (5.38):
1/3
1 1
B=1,/1+ + =1.4348
0.58489  0.76478
QP 1 Qp 1
n=—-14348+ =1.0659Q, =—-14348———1=0.3689Q
2 4348 2 1.4348
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Do = 1, c0s 2" + jrisen 2% = ~0.579510° + j2.910°
3 3
p, =TI, cosm+ jrsent = —1.15810°

p=r, cos 3T 4 jrlsenﬂ =-0.579510° — j2.910°
3 3

—  Célculo de H(s). Apds alguma manipulagio algébrica tem-se:

_ — PoPiP2 _ 5.068210°
(s=—po)(s—p)(s—p,) s°+1.738510°s* +9.417410%s +5.0682 10°

H(s)

Observe que, apesar dos dados deste exemplo serem praticamente os mesmos do exemplo 5, o filtro
de Chebyshev apresenta uma ordem menor (N = 3) do que o de Butterworth (N = 4). Assim, comparando
os filtros de Chebyshev e de Butterworth com ordens iguais, a aproximagio de Chebyshev apresenta uma
resposta em frequéncia que € mais abrupta na regido de transicdo, mas em contrapartida ela apresenta uma
ondulacdo na banda de passagem, e, além disso, na primeira oitava a taxa de atenuag@o é maior do que 6N
dB/oitava.

Uma segunda forma da aproximagao ¢ o filtro de Chebyshev tipo Il, também chamado de filtro
inverso de Chebyshev. Para se obter a resposta em frequéncia deste filtro, a variavel Q, da equagdo (5.28)
¢ recolocada por 1/Q,, o que transforma a resposta em passa-altas. Subtraindo esta caracteristica da
unidade obtém o filtro passa-baixas de Chebyshev tipo II, como mostra a figura 5.8. Neste caso, o
quadrado do médulo da resposta em frequéncia sera dado por:

e?Ci(11Q,)
1+e’Cx (17 Q,)

H(io)* =

(5.42)

0 Q, Q 2Q)
Figura 5.8: Espectro de amplitude do filtro de Chebyshev tipo II.

Observe que a fungdo de transferéncia apresenta zeros e polos. Os zeros sdo prontamente calculados
estabelecendo o numerador da equacdo (5.42) igual a zero, isto é, Cn(1/Q),) = 0. Assim, eles estdo
localizados no eixo imaginario tal que:

(5.43)
em que:

by = (szl)’t k=0,1,---,N—1 (5.44)

Analisando as equagoes (5.28) e (5.42) observa-se que os polos s@o os reciprocos daqueles do filtro
convencional de Chebyshev tipo I. Denotando os polos do filtro inverso de Chebyshev por:
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Pk =0 + I (5.45)
entdo:
Oy Q

O =—— & Q=== 5.46
Jor+0? Jo2+a? (5.46)

em que: o, e ( sdo as partes real e imaginaria do filtro regular de Chebyshev calculados pela
equacao (5.38).

A desnormalizacdo ¢ realizada multiplicando as equacdes (5.43) e (5.46) pela frequéncia da banda de
atenuacdo ().

As localizagdes destes polos ndo pertencem a uma curva geométrica como aquelas dos filtros de
Butterworth e de Chebyshev tipo I, além disso, o filtro de Chebyshev tipo I apresenta uma banda de
transicdo mais abrupta. Em contrapartida, o filtro de Chebyshev tipo II apresenta uma resposta de fase
mais regular e uma banda passante sem ondulagdes.

Novamente, a forma mais comum de se especificar o filtro de Chebyshev tipo II é em termos da
frequéncia da banda de passagem (£2,), da atenuag¢do maxima permitida nesta banda, da frequéncia da

banda de atenuagao (€)) e da atenuagdo minima permitida nesta banda ou ondulagio (3,).

Admitindo G o ganho minimo na banda de passagem tal que G = |H(jQ)| <1 para 0 <Q < Q,, entdo a
ordem do filtro pode ser encontrada como o menor inteiro que satisfaz a seguinte relagéo:

cosh™! I
sxll—G2

cosh™! Q2
Qp

Uma outra forma de se calcular esta ordem utiliza a atenua¢do minima na banda de atenuagdo ¢ a
amplitude da ondulagdo tal que:

(\/l—df +\/1—d22(1+82)j

N >

(5.47)

log
ed; cosh™ (dj
N > = & (5.48)
cosh™ (QS]
Q,
em que:
J1-d3 Y10 G4

d, =10 7 (5.50)
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d= |—-1 (5.51)

A partir das especificagdes o filtro pode ser determinado através do seguinte procedimento:

Determina-se ¢ através da equacdo (5.49)

A ordem do filtro é determinada a partir da equacdo (5.47) ou (5.48),

Determina-se os zeros através das equagdes (5.43) multiplicada por Q e (5.44),

Calcula-se os polos do filtro de Chebyshev tipo 1. Os reciprocos dados pelas equagdes (5.45) e (5.46),
multiplicados por € sdo os polos do filtro inverso tipo II,

5. A fung@o de transferéncia com ganho na banda passante igual a 1 é determinada por:

bl s

_Popi- (s=2g)s-2,)--
H(s)= 292, (s_p'oxs_p'l),,,

(5.52)

Exemplo 7: Determine a fungéo de transferéncia de um filtro de Chebyshev tipo II que satisfaga as
seguintes especificagdes: atenuagdo maxima banda de passagem 2 dB, €, = 2000x rad/s (F, = 1000 Hz),
Q= 40007 rad/s (F; = 2000 Hz), atenuag¢do minima na banda de atenuagdo &, = 20 dB.

—  Célculo de g, equagdes (5.49) e (5.50):
dy =10 7 =10 % =0.1

4ol
Ji-d2 V1012

—  Caélculo da ordem do filtro, equagdes (5.48) e (5.51)

=0.100504

—  Caélculo dos zeros, equagdes (5.43) e (5.44), utilizando N = 4 tem-se:

Q ; i
—e k=023 =7, =2j13610° 7, =£]328410°
Cos

8

Zk:j

T

—  Célculo dos polos do filtro de Chebyshev tipo I, equagdes (5.35), (5.36), (5.37) e (5.38):

1/4
J1-d; +1

d2

B= =2.11

Q. g2
O 2 Nl S S VIR
2 B 2B

=5.1410°
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oy =T, COS Qy = jr, send, by =§+ 2k8+1 T
o =-19710°  Q,=7.5010° ¢, :%“
o, =—-4.7510°  Q,=3.1110 b, :7?’”
3 3 on
5, =—4.7410 Q, =-3.1110 0=
3 3 11ln
63 =-1.9710 Q; =-7.5010 0=

Calculo dos polos do filtro de Chebyshev tipo II, equagao (5.46):

6, =-3.1910° Q, =12.1510°
o, =-10.5110° Q; =6.8810°
6, =-10.5110° Q) =-6.8810°
o3 =-3.1910° Q, =-12.1510°

Fungdo de Transferéncia, equacdo (5.52):

1.5810%s2 +2.4910'¢
S+ 2. S +4. S™ 4. S+ 2.
4 42.7410%s* +4.5010%5%4.3210"* s+ 2.4910"®

H(s) =

0

10* Hz
Figura 5.9: Espectro de amplitude do filtro do exemplo 7.

5.3.3  Filtros Elipticos

ii.
ii.
iv.

- 103 -

Os filtros elipticos (ou de Cauer) possuem uma resposta em frequéncia cujo mddulo apresenta
ondulagdes (equiripple), tanto na banda de passagem quanto na de atenuag@o, como mostra a figura 5.10.
Esta resposta ¢ especificada em termos de quatro parametros, do mesmo modo que foi feito para os filtros
anteriores.

Ondulag@o ou variagdo maxima (8,) na banda de passagem,
Banda de transicao (€ - ),

Ondulagio ou resposta (9,) na banda de atenuacao,

Ordem (N) do filtro.

O resultado final do projeto destes filtros € que, sendo especificados os trés primeiros pardmetros
acima o quarto, a ordem, apresentard um valor minimo. Assim, especificando as ondulagdes e frequéncias
da banda de transicdo este projeto conduzird a um filtro com ordem minima em comparagdo com os
outros tipos de filtros descritos acima.
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Figura 5.10: Filtro Eliptico.

A resposta em frequéncia dos filtros elipticos apresenta zeros e polos, sendo esta, uma generalizagido
dos filtros de Chebyshev tal que:

L N2 1
U ey (5.53)

em que G(Q) é uma fungdo racional, que ¢ uma generalizagdo do polinomio de Chebyshev, sendo
gerado através da fung@o eliptica Jacobiana, e € ¢ um parametro relacionado com a ondulag@o na banda de
passagem.

Funcdes elipticas
Define-se a integral eliptica de primeira classe como:

¢
1
u(g.k)= | —=1dx 5.54

‘([l—kzsenz(x) &9

em que K é chamado de modulus tal que 0<k <I.

Admitindo ¢ = /2, a equagdo (5.54) ¢é chamada de integral eliptica completa de primeira classe,
tal que:

1
K(k)= —dx 5.55
k) 1-k? sen?(x) 559

A funcdo seno do inverso da equacdo (5.55) é definida como o seno eliptico Jacobiano de u com
modulus K e é denotada por:

sn(u,k) = sen(g(u,k)) (5.56)

Esta funcdo ¢ utilizada para se obter o comportamento ondulatdrio da resposta de frequéncia dos
filtros elipticos. Na figura 5.11 é mostrado o grafico desta funcdo em fungdo de U e de alguns valores para
o parametro k. Observe que esta funcdo ¢ periddica, com periodo 4k. Para k = 0, sn(u,0) = sen(u) e
conforme k se aproxima de 1 ela se assemelha a uma senoide saturada.

1r

0.5 7
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Figura 5.11: Seno eliptico Jacobiano em fungdo de u e com modulus k.
O filtro eliptico

Para se obter a funcdo de transferéncia do filtro eliptico, a funcdo racional de Chebyshev G(Q) ¢é
definida em termos de duas fungdes elipticas Jacobianas com modulus k e k; tal que:

G(Q)=sn(ng,k,) (5.57)

em que: ¢p=sn"" (Q,k); k= Q%s ; € k; € um parametro relacionado com a ondulagdo na banda de

atenuacao, tal que:

ki = (5.58)
=

A ordem do filtro eliptico

Observe pelas equagdes acima que a obtengdo da fungdo de transferéncia do filtro eliptico ¢ muito
complexa, neste texto so iremos tratar de um procedimento para o calculo da ordem do filtro através das
especificacdes das ondulagdes e frequéncias da banda de transicdo. Um procedimento para o calculo da
ordem do filtro é mostrado abaixo:

1. Calcule o fator de seletividade k,

k="% (5.59)
2. Calcule o fator de discriminacdo d, que é um pardmetro relacionado com a ondulagdo na banda de
atenuacao,
8221 10" _;
d? =" (5.60)

Ce2-1 10%A -

3. A ordem do filtro é determinada pelo menor inteiro que satisfaz,

o)

N>——/9 7 (5.61)

el )4

B :ll—!l—kz!
T 2 k)

Deve-se salientar que mostrar todos os detalhes do procedimento de projeto dos filtros elipticos até se
chegar ao calculo dos zeros e polos da funcdo de transferéncia ¢ uma tarefa muito dificil e cansativa, pois
envolve o desenvolvimento de muitas equagdes. Além disso, os calculos das equacdes acima envolvem
procedimentos numéricos, desse modo, foi apresentado somente um esboco do projeto e das principais
equagdes envolvidas. Para maiores detalhes sugere-se que se consulte Zverev (1967), Parks & Burrus
(1987), Antoniou (1993) ou Poularikas (1999), que tratam com detalhes do projeto destes filtros. Basta
salientar aqui que existem disponiveis programas de computador e softwares aplicativos, tais como o
Matlab, que possibilitam projetar com muita facilidade estes filtros a partir das especificagoes
estabelecidas anteriormente.

em que: J = q, +2q(5) +15q3 +150q
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Exemplo 8: Determine a ordem de um filtro eliptico que satisfaga as seguintes especificagdes:
atenua¢do maxima (ou ondula¢do) na banda de passagem 0.1 dB, Q, = 900 rad/s, O; = 1000 rad/s e
atenua¢do minima na banda de atenuagdo A; = 50 dB.

—  célculo do fator de discriminagao:

;o 10%M —1 10219 _1 0.023293 »
100.1AS -1 100.1.50 -1 99999
—  calculo do fator de seletividade
Q
Bl L B
Q, 1000
— calculode q
2 )4 024
NS S T Y5 R

11—

y 14" 5 /
214 (-2 214 (1-092)"
Q= 0.10233+2.0.10233% +--- ~ 0.102354

—  calculo da ordem

16
N 'OQ(AJ 78369
Iog( %) 0.9899

=79168 = N =8

5.3.4  Filtros de Bessel

Os filtros de Bessel sdo uma classe de filtros somente com polos, caracterizados por apresentarem
fase linear na banda de passagem. Eles sdo caracterizados pela seguinte funcao de transferéncia:

H(s)= (5.62)

em que: By(s) representa o polindmio de Bessel de ordem N, que pode ser expresso pela seguinte
equagao:

S 2N —k)
BN(s):kZ:(;aksk e ak:zN(‘T(n—)’k)! (5.63)

Alternativamente, este polinomio pode ser gerado facilmente através da seguinte formula de
recursdo:

By (s)= (2N —1)By_(s)+s*By_,(s) (5.64)
com condi¢des iniciais: Bo(s) =1 e By(s) =s + 1.

O filtro de Bessel tem sido empregado no projeto de filtros analdgicos quando se necessita de um
filtro com caracteristica de fase linear, contudo este tipo de familia ndo pode ser empregado no projeto de



MB.J & = &,

:,;.__SEI_-EESC -107 -

filtros digitais, pois o processo de conversdo para o dominio digital acaba com a caracteristica de fase
linear. Felizmente, esta caracteristica pode ser obtida empregando filtros com resposta ao impulso finita
(FIR), como sera visto adiante.
5.4 Exemplo de projeto de um filtro IIR

Sabendo-se como se obtém a fungdo de transferéncia H(s) de um filtro analodgico podemos facilmente
chegar ao filtro digital, utilizando um dos procedimentos estudados na seg¢do 5.2. Nesta se¢do vamos
desenvolver um projeto completo de um filtro digital IIR utilizando dois métodos, o de aproximacgao das

derivadas e o da transformacao bilinear.

Projete um filtro digital passa-baixas com caracteristica de Butterworth, pelo método de aproximacio
das derivadas e por transformag@o bilinear, que satisfaca as seguintes especificagoes:

(a) Banda de passagem: 0 — 1 kHz, com ganho 0 dB e atenuagdo maxima igual a 1 dB.
(b) Banda de atenuag@o: A partir de 3 kHz, com atenua¢do minima igual a 10 dB.
(¢) Frequéncia de amostragem: 10 kHz.

54.1  Pelo método por aproximacéo das derivadas

O primeiro passo de projeto ¢ determinar o filtro de Butterworth analégico auxiliar, cujo médulo da
funcdo de transferéncia, equagdo (5.26) é mostrado abaixo:

|H(J—Q)|2:;

Observe que ndo ¢ especificada a frequéncia de corte do filtro, mas sim a banda de transi¢do. Assim o
primeiro procedimento € calcular a frequéncia de corte.

—  Determinacdo da frequéncia de corte e da ordem do filtro analdgico.

Na banda de passagem: €, = 2110° rad/s e &, = 1dB. Assim:

3 2N
10log # >-1 = [2“10 j <10%' -1 (5.65)
1+[ T ]

C

Na banda de atenuagdo: Q, = 610’ rad/s e 8, = 10dB. Assim:

3
[ 6710 c

3 2N
10logi—1L—t>-10 = (620 ] <10-1=9 (5.66)
)

C

Combinando as equagdes (5.65) e (5.66) tem-se:

2N logl=10, | ~ 10g(0.2589)

= Q. =9.546810°rad /s ou f.=1.51910> Hz
2N Iog[éﬂl%cj log(9) ¢ ¢

Substituindo Q. na equagdo (5.65) determina-se a ordem N
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N logPrt0/ o> 10g02589) = N2l = N=2

Adotando N =2 ¢ utilizando a equacgdo (5.65) obtém-se a nova frequéncia de corte:
Q,=8.808010°rad /s ou f,=1.401810° Hz

Observe que se fosse utilizada a equacdo (5.66) em vez (5.65) seria obtida uma frequéncia de corte
diferente da obtida acima e consequentemente um filtro diferente, porém ambas conduzirdo a filtros que
satisfazem as condi¢des de projeto dadas acima.

—  Determinacdo da fungdo do sistema.

Utilizando a equagao (5.27) os polos do filtro sdo dados por:

P, =8.80810%e 13"/ = _6.228210° + j6.228210°
p, =8.80810%e 54 = _6.228210° - j6.228210°

His)— 1 B 7.7581107
S TN (Y e 3 7
s/ po-1Ns/ p % +1.2456410%s+7.758110

—  Determinagao do filtro digital

Para o método de aproximagio das derivadas a varidvel s é substituida por (1 — z')/T =(1 — 2
H10*. Assim:

0.2568
1-1.074227" +0.3309z2 2

H(z)=

5.4.2  Método por transformacao bilinear
Como visto na se¢do 5.2.3 o método da transformacdo bilinear comprime o eixo de frequéncias.
Assim, Neste projeto recomenda-se fazer uma pré-distor¢do neste eixo (prewarping) antes do projeto do

filtro analdgico para compensar a distor¢do produzida pela fungdo tangente inversa, equacdo (5.25)
durante o mapeamento. Esta pré-distor¢do ¢ realizada pelas seguintes equagdes:

' 2 Wp ! 2 w
Q,=—tan| —| e Qg ==—tan —> 5.67
T [2] T (2) (5.67)
em que: w, = QT e wy = Q,T.

—  Pré-distorc¢ao nas frequéncias

-1
Q) = 24tan 2M0 | 6.4983910%rad / s
10 2
-1
Q, - — tan[wo J=27.52764103 rad / s
10 2

—  Determinagdo da frequéncia de corte e da ordem do filtro analégico

Na banda de passagem: Q’p =6.49810° rad/s e &, = 1dB. Assim:
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Q,
10log L_t>-1 = | — =0.2589 (5.68)
1+ 2y QC
QC
Na banda de atenuagdo: Q ;= 27.52710° rad/s e 8, = 10dB. Assim
. \2N
1 Qq
10log = 2-10 = |—| =9 (5.69)
14{%] QC
QC

Combinando as equagdes (5.68) e (5.69) tem-se que: N = 1.22902

Escolhendo N = 2 e utilizando a equagdo (5.69) determina-se a frequéncia de corte do filtro:
Q. =15.89309 10° rad /s ou f,=2.52946 10° Hz

— Determinagao da fun¢ao do sistema.

Em vez de utilizar a equagdo (5.27) vamos utilizar diretamente a fun¢do do sistema para o filtro de

Butterworth que ¢ dada por::

1
H(s)= ;
(s/Q.) +1.14425/ Q  +1

1
(s / 15.893103)2 +1.14425 /15.89310° +1

H(s)=

2.52587410%

H(s)=
) s? +2.2475910% s +2.52587410°%

—  Determinagio do filtro digital

1

—_ o - 2 (1-27" .
Para o0 método da transformac@o bilinear a variavel s ¢ substituida por s = —{ } . Assim:

al 1+2

0.22918+0.458372 7 +0.229182 2

H(z)= - >
1-0.2675127 +0.18426z2~
1 1 1
@ ®) ©
0.8 0.8 0.8
0.6 \ 0.6 0.6 \
0.4 \ 0.4 \ 0.4 \
0.2 \ 0.2 \ 0.2 \
0.0 0.0 0.0 \
10 10 10°  10* 10 10 10° 10 10 10 10° 10

— Hz

Figura 5.12: Projeto de Filtro IIR; (a) analdgico, (b) método de aproximagéo das derivadas,
(c) transformagéo bilinear.
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5.5 Projeto de filtros digitais com resposta ao impulso finita - FIR

Nesta secdo serdo estudadas as técnicas de projeto dos filtros digitais cuja resposta ao impulso é
finita, isto é, os filtros FIR (finite impulse response). A fungdo de transferéncia destes filtros é um
polindmio em z, somente com o numerador ¢ a resposta a uma excitagdo qualquer depende somente dos
valores presentes e passados da entrada, ndo dependendo de valores presentes e passados da saida. Outros
nomes para estes filtros sdo: filtros ndo recursivos, de médias méveis ou transversais.

Os filtros FIR apresentam vantagens que os tornam muito favoraveis em algumas aplicacdes: sdo
sempre estaveis e apresentam a propriedade de fase linear, conduzindo a uma resposta sem distor¢ao na
banda de passagem. A grande desvantagem ¢ que para uma determinada resposta em frequéncia a ordem
destes filtros é sempre muito alta, quando comparada com os filtros IIR.

Duas técnicas de projeto mais comuns serdo estudadas: o projeto de filtros por janelas e o projeto por
amostragem da frequéncia. Estas técnicas envolvem sempre aproximagdo de um filtro seletivo em
frequéncia ideal tipo passa baixas, altas ou passa banda, como sera visto a seguir.

5.5.1 Definicéo de um filtro FIR
Um filtro FIR, de ordem M-1 ¢ descrito pela seguinte equagdo de diferencas:

M -1
y(n) =byx(n)+b x(n=D+---+by_ x(n—=M +1)= Zbk x(n=k) (5.70)
k=0

em que os by séo os coeficientes; x(n) e y(n) sdo, respectivamente, as entrada e saida do filtro.

Expressando a sequéncia de saida do sistema como a soma de convolugdo da resposta ao impulso
com o sinal de entrada tem-se que:

M -1
y(n) =" h(x(n—k) (5.71)

k=0

Comparando as equagdes (5.70) e (5.71) observa-se que h(k) = by, isto ¢, a resposta ao impulso do
filtro corresponde aos seus proprios coeficientes. Assim, o projeto destes filtros se resume em encontrar
os coeficientes h(k) da resposta ao impulso, que satisfagam um determinado conjunto de especificagdes
da resposta em frequéncia. O limite inferior da somatoria reflete a causalidade do filtro, e o superior a
duracdo finita da resposta ao impulso, além disso, desde que estes coeficientes sejam limitados, o filtro
sera sempre estavel.

A fung@o de transferéncia é dada pela transformada z da equagéo (5.71). Assim:

Y@ N
HO = = Z(})h(k)z (5.72)

As raizes do polindmio acima fornecem os zeros do filtro. Observe também que todos os M-1 polos
estdo localizados na origem, comprovando a estabilidade do filtro.

5.5.2 Condicéo de fase linear

Em geral, estes filtros sdo projetados de modo a apresentarem uma resposta de fase linear. Um filtro
apresenta resposta de fase linear se uma das seguintes condi¢des forem satisfeitas:

o(W)=—aw ou ¢o(w)=p—-aw (5.73)
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em que, o ¢ um atraso de fase constante, chamado de atraso de grupo e 3 = *m.

Pode ser mostrado que se a condigdo acima for satisfeita, entdo a resposta ao impulso do filtro
apresentara simetria positiva em torno do ponto (M-1)/2, isto &,

h(n)=h(M -1-n) :n=0,1,---,M -1 (5.74)
em que, o = (M-1)/2.
Para mostrar a validade da condigdo acima seja M um nimero inteiro e par. Entio:

H(z)=h,+hz™" +--+hy_z7MD

7 (M-1)72

Colocando em evidéncia tem-se que:

H(z) = Z—(M—l)/z(hOZ(M—l)/z th,zM-D/2 +"'+hM,1Z_(M_1)/2)
Como por hipotese hg = hy.1; hy = hyo; ... entdo:

H(Z):Z—(M—l)/zlhO(ZW—l)/z+Z—(M—l)/2)+hl(Z(M—l)/z—lz—(M—n/zﬂ)+m+hM/2_1(21/2+Z—1/2)J

M /2-1
H(z) =z~ M-D"2 h, (Z[(M—l)/z—k] +Z—[(M—l)/2—k]) (5.75)
k=0
Substituindo z por ¢ tem-se:
_ _ M/2-1 _
H(e W)= g~ IM-D/2 th(e WM —1)/2-k] +e—JW[(M—1)/2—k]) (5.76)
k=0

Portanto, utilizando a formula de Euler,
_ ) M /2-1
H(e!") =g WM-D/2 z2hk cosW((M —1)/2—k) (5.77)

k=0

Observe que a equagdo acima apresenta um termo real que corresponde a somatdria e portanto a fase
linear ¢ refletida pela exponencial, isto é:

d(w)=-w(M -1)/2 (5.78)
Acima da frequéncia em que o termo real se torna negativo deve-se somar 7 a equacdo acima.

O mesmo procedimento acima poderia ser repetido admitindo M um numero inteiro impar. Neste
caso:

_ _ (M-1)/2
H(e™)=e MM %" ohy [l +cosw((M ~1)/2—k)] (5.79)
k=0

Exemplo 9: Determine o modulo e a fase da fungdo de transferéncia de um filtro FIR de média, cuja
resposta ao impulso é dada por:
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1 1 1
h(n) = =8+ 8(n-1)+-8(n-2)

Observe que neste caso M-1 = 2 e a resposta ao impulso € simétrica em torno do ponto (M-1)/2=1.
Calculando a transformada de Fourier de h(n) tem-se que:

H(ej‘”)z l{1 +e vy e‘jz‘”}: e W l{ejw +1+ e‘jw}z e‘j‘”{l+gcos W}
3 3 3 3
Portanto, o moédulo e a fase desse filtro serdo:

-w, 0<w<27/3

He™)==[l+2cosw| e ey =
‘ ( )‘ 3| cos o) {H—W, 2r/3<W<

Observe na figura 5.13, mostrada abaixo, que a resposta de fase deste filtro ¢ linear com a frequéncia.

™)

05

- -2m/3 -3 0 w3 2m/3 T

")

- -£ﬂ3 »r‘d3 0 74‘3 2;#3 n
Figura 5. 13: Moédulo e fase da fungéo de transferéncia do filtro FIR do exemplo 9.
5.5.3 Localizacdo dos zeros de um filtro FIR com fase linear
Para um filtro FIR com fase linear, os zeros apresentam algumas simetrias devido a simetria imposta

na resposta ao impulso h(n). Analisando melhor a equagéo (5.75), pode-se verificar que no dominio da
frequéncia a condicdo de fase linear é refletida pela seguinte relagao:

Hz)=z M PH@/2) (5.80)

Este resultado mostra que as raizes de H(z) sdo as mesmas de H(1/z), isto €, os zeros ocorrem em
pares reciprocos. Para valores reais z; e 1/z; sdo raizes de H(z) e desde que os coeficientes do filtro sdo

reais, ento, para valores complexos z;, 1/z; , z; e 1/z,sdo raizes de H(z). A figura 5.14 ilustra este

T

1/‘22 Z

"o,

Figura 5.14: Localizago dos zeros de um filtro FIR com fase linear
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Estas simetrias podem ser utilizadas para implementar formas em cascata com segdes com fase
linear.

5.6 Projeto de filtros FIR por janelas

Este tipo de projeto ¢ baseado diretamente na aproximagao de uma resposta em frequéncia desejada,
com a condi¢do de fase linear. Em geral, esta resposta ¢ escolhida baseando-se nos filtros seletivos em
frequéncia ideais. Estes, sempre sdo ndo causais e com resposta ao impulso com duragdo infinita. A
escolha de uma janela adequada no dominio do tempo trunca a resposta ao impulso para se obter um filtro
FIR causal e com fase linear.

Este método se inicia, portanto, com a especificagdo de uma resposta em frequéncia desejada,
admitindo fase linear e a consequente determinagdo da resposta ao impulso unitario. Assim:

hy (n):%IHd(eJW)ej‘””dw (5.81)

Como hy(n) tem duragdo infinita, ela deve ser truncada de acordo com a ordem (M-1) que se deseja
obter. Se o truncamento for direto, este procedimento é equivalente a multiplicar hy(n) por uma janela
retangular, w(n), tal que:

W)= 1, n=0,1,---,M -1 <
1o, In|=M (5-82)

Assim, a resposta ao impulso do filtro FIR sera dada por:

hg(n), n=0,1,---,M 1

0. =M (5.83)

h(n) = hy (Mw(n) = {

Com a determinagdo de h(n) tem-se determinado o filtro FIR pois elas sdo os seus proprios
coeficientes.

O efeito da multiplicagdo de hy(n) pela janela w(n) é melhor compreendido, lembrando que a resposta
em frequéncia do filtro ¢ dada pela convolugdo entre a resposta em frequéncia desejada e a transformada
de Fourier da janela. Assim:

H(E™) = Hq (™) *W(e™) = [HEe" H(E ™o (5.84)

Desse modo, a resposta em frequéncia do filtro obtido ¢ uma versdo “manchada” da resposta em
frequéncia desejada pela resposta em frequéncia da janela (neste caso a retangular).

No caso de se utilizar a janela retangular da equacdo (5.82) a transformada de Fourier é dada por:

5 sen(WM /2)

W(e jw) _ e—jw(M—l)/
senW/2

(5.85)

A figura 5.15 mostra a resposta em frequéncia da janela retangular e a resposta em frequéncia de um
filtro FIR obtido a partir de um filtro ideal passa baixas. Observe que a convolugdo de Hy(e"™) por W(e'™)
resulta em um filtro com ondulagdes tanto na banda de passagem, quanto na banda de atenuacdo. Este
efeito € devido aos 16bulos laterais relativamente grandes da resposta em frequéncia da janela retangular.
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A Hd(eje) AH(@JW)
N N
VARV,
W( ej(w»e))
\//\ /\\/ > 0 /\V V/\ »W
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Figura 5.15: Convolugio no projeto de filtros FIR por janelas.
Com o auxilio da figura 5.15 as seguintes observagdes podem ser feitas:

1. A janela w(n) apresenta tamanho finito M, a sua resposta em frequéncia apresenta um lobulo
principal cuja largura ¢ proporcional a 1/M e lobulos laterais de menores amplitudes que causam
ondulagdes na resposta em frequéncia do filtro.

2. O lobulo principal é o responsavel pela largura da banda de transigdo em H(e™). Quanto maior a
largura deste 16bulo maior serd a banda de transi¢do do filtro. A janela retangular apresenta a menor
largura, mas em compensagdo os maiores lobulos laterais, quando comparados com outras janelas
(tabela 5.1).

3. A figura 5.13 sugere ainda que se W(_ejw) ¢ escolhida de modo a ter uma banda bem estreita entdo
H(e™) se aproximard melhor de Hy(e'™). Contudo, esta consideragdo conduzira a uma janela com
duragdo muito longa. Isto ¢ um requerimento conflitante, pois a escolha da janela deveria ser
governada pelo desejo de se ter a duragdo mais curta possivel e a menor banda de transigéo.

4. O efeito dos lobulos laterais pode ser reduzido pelo uso de outras janelas que apresentam uma
transi¢do mais suave antes do truncamento como € o caso da transi¢ao abrupta da janela retangular.

Esta transicdo abrupta € que produz lobulos laterais grandes no espectro de frequéncias.

5. Diversas janelas t€ém sido propostas para o projeto de filtros FIR. Algumas das mais utilizadas, tais
como a de Hanning, Hamming e de Blackman que sdo definidas na tabela 5.1.

Tabela 5.1: Algumas janelas para o projeto de filtros FIR

Bandade Picorelativodo  Atenuagdo Equagio da janela [w(n)]

Janela transicdo  lobulo lateral na banda de n=0.1 M1
(A (dB) parada (dB) >
Retangular 0.9'M -13 21 1
27N
Hanning  3.1/(M-1) 31 44 0.5-0.5 cos( M" 1)
. 27N
Hamming  3.3/(M-1) -41 53 0.54-0.46 cos[ v 1]
27n 47n

Blackman 5.5/(M-1) -57 74 0.42-0.5 cos( M 1j+0.08 cos( v J

Para maiores detalhes a respeito das janelas consulte o apéndice Al. Observe que, quando
comparadas com a janela retangular, as outras janelas apresentam uma banda de transi¢do maior, porém, a
atenua¢@o na banda de parada é muito maior do que a janela retangular e as ondulagdes sdo praticamente
nulas. No projeto dos filtros FIR por janelas, a segunda coluna, largura da banda de transi¢do, pode ser
utilizada para se determinar a ordem do filtro, a partir das frequéncias da banda de passagem e de
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atenuagdo. A coluna com a atenuagdo na banda de parada auxilia na escolha da janela. Determinada a
janela a ser utilizada e a ordem do filtro, o projeto e finalizado multiplicando-se w(n) por hy(n), conforme
a equacdo 5.83. As respostas ao impulso unitario dos filtros ideais podem ser obtidas na tabela 5.2
mostrada abaixo.

Tabela 5.2: Resposta ao impulso dos filtros ideais.

Filtro de ordem M-1 hg(n)
Passa-baixas ﬂ(n(n—_'v}lr)]
T

sen(n - M) sen[wC (n - M)J
Passa-altas h 21 ] 2 ,MZ)

sen (n——)J sen (——)J

ﬂ'(n - —’) ﬂ'(n -

sen[wcl(nf”' I)J sen[ z( *7)1

N

Passa-banda

Rejeita-banda

Exemplo 10: Projete um filtro FIR passa baixas com frequéncia de corte w, e com fase linear.

— Neste caso a resposta em frequéncia do filtro ideal desejado serd dada por:

—iw(M=1)/2

0, WC<|W|S7t

— Calculando a correspondente resposta ao impulso tem-se que:

LF oz, LF sen[wc(n—%)]
hd(n)=% je“"“ iz Mgy = — J.e > dw =

21 nin—M-1
_WC _WC 2

—  Observe que hy(n) = hy(n-(M-1)/2). Utilizando uma das janelas mostradas anteriormente tem-se que:

Admitido w, = 0.87 (f, = 0.4) e M = 9 (ordem 8) os seguintes coeficientes sdao obtidos para as janelas
de Hamming e retangular.

Tabela 5.3: Coeficientes dos filtros FIR para as janelas retangular ¢ de Hamming com M = 9.

h(n) retangular Hamming
h(0) -0.0468 -0.0037
h(1) 0.1009 0.0217
h(2) -0.1514 -0.0817
h(3) 0.1871 0.1619
h(4) 0.8 0.8
h(5) 0.1871 0.1619
h(6) -0.1514 -0.0817
h(7) 0.1009 0.0217

h(8) -0.00468 -0.0037
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Observe a simetria da resposta ao impulso em torno do indice n = (M-1)/2 = 4, obtida por causa
da condicdo de fase linear. As figuras 5.16 e 15.17 mostram o espectro de amplitudes e a resposta ao
impulso para os dois filtros com ordens 8 e 50, respectivamente. Observe que em ambos os casos a janela
retangular conduz a um filtro com ondulagdes acentuadas tanto na banda de passagem, quanto na de
atenuag@o. Enquanto que a janela de Hamming conduz a um filtro com uma resposta sem ondulagdes na
banda de passagem, mas com uma banda de transi¢do maior. Observe também com o auxilio da figura
5.17 que para uma melhor aproximacao na caracteristica de frequéncia, devem-se utilizar filtros FIR com
ordens elevadas.

Filtro FIR com Janela Retangular

15 1
1 0.5 / \
0.5 0
0 -0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 4 10
Filtro FIR com Janela de Hamming
15 1
1 0.5 / \
0.5 0
0 -0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 4 10

Figura 5.16: Espectro de amplitude e resposta ao impulso para o filtro do exemplo 10, com M = 9.

Filtro FIR com Janela Retangular

1.5 1
1 A 0.5 /A\
0.5 0 At
vy
0 L““ -0.5
0 0.2 0.4 0.6 . 20 40 60
Filtro FIR com Janela de Hamming
1.5 1
1 0.5 /A\
0.5 0 VAV vl\v
0 -0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 20 40 60

Figura 5.17: Espectro de amplitude e resposta ao impulso com M = 51.

Exemplo 11: Projete um filtro FIR passa-baixas, com fase linear que apresente as seguintes

caracteristicas:

0.99 < ‘H(ejW] <101, 0<W<0257

— atenuag¢fo na banda de parada:

‘H(ejW] <001, 0357<w<zx

8, =001 = A=-20log,(s,)=40dB
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— banda de transi¢do:

Aw=0.351-0257=0.1r = Af =0.05

— determinagdo da janela e da ordem do filtro:
Utilizando a tabela 5.1 notamos que podemos escolher a janela de Hanning que apresenta uma
atenuacdo na banda de parada igual a 44 dB, que ¢ suficiente para se alcancar a especificacdo desejada.

Além disso ela apresenta uma menor banda de transi¢do do que as janelas de Hamming e Blackman.
Assim:

M-1=>1262 = wn)=05-05cos ™| n=0,1,62
Af 31

— filtro desejado (ideal):

Vamos admitir que a frequéncia de corte para o filtro ideal seja o ponto médio da banda de transigao,
ou seja:

0.357+0.25n
W, =— =

. 2 0.3n

Assim, utilizando a tabela 5.2, a resposta em frequéncia desejada seré:

moﬂzﬁﬂ%éégﬁﬂﬁ N=0,1,,62

e aresposta ao impulso do filtro sera:

h(n)=w(n)hy(,) = {0.5—0.5 COS[Z_THW n=0,1,-,62

Verifique neste exemplo que se utilizassemos a janela de Hamming a ordem do filtro seria igual a 66
e no caso da janela de Blackman seria de 110, muito maior do que a janela de Hanning utilizada.

5.7 Projeto de filtros FIR utilizando janela de Kaiser

A janela de Kaiser conduz a um projeto otimizado de filtros FIR. No projeto de filtros por janelas, o
ideal seria utilizar uma janela tal que no dominio da frequéncia ela fosse maximamente concentrada em
torno de w = 0. A janela que mais se aproxima desta condigdo ideal é a de Kaiser, que ¢ definida como:

I{ﬁﬁ—un—ayaf)”]
Hie(m = 1o(6) ’

0, cc.

0<n<M -1 (5.86)

em que: o = (M-1)/2, B € um parametro que depende da atenuagado do filtro e Iy[.] representa a fungdo de
Bessel modificada de ordem zero.

Esta fungdo pode ser escrita pela seguinte série:
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o k 2
IO[X]:1+Z[%(§] } (5.87)
k=1 :

Esta série converge de maneira tal que ao redor de 25 termos sdo necessarios para uma boa
aproximagao, de Fatta (1988), para a maioria das aplicagdes.

O projeto utilizando janela de Kaiser utiliza especificagdes semelhantes aquelas dos projetos de
filtros analodgicos. Ele comeca com a especificacdo das ondulacdes nas bandas de passagem e de
atenuacdo, como mostra a figura 5.18 e a defini¢do de um erro 6 que ¢ dado pelo valor minimo entre as
ondulagdes na banda de passagem (J,) e de parada (5;). A regido de transi¢do é definida como a diferenca
entre as frequéncias das bandas de passagem, w,, € de atenuagdo ou parada, w,. A frequéncia da banda de
passagem ¢ definida como a frequéncia maxima tal que |H(€W)\ >1 - 8, e a da banda de atenuagdo ¢ a
frequéncia minima tal que [H(e™)| < §,. Nestas condi¢des o seguinte procedimento ¢ feito para o projeto
de filtros FIR utilizando janelas de Kaiser:

TlH(ejw)\

Figura 5.18: Especifica¢do de projeto para janelas de Kaiser
Sendo dados w,, W, 8, € &, faga o seguinte procedimento:
1. Defina o erro minimo tal que:
& = min[ép, & | (5.87)
2. Determine a constante de erro
A =-201log(o) (5.88)
3. O valor do parametro 3 (veja a tabela 5.4) é determinado empiricamente pela seguinte expressao:

0, A<21dB

B=10.5842(A-21)"* +0.07886(A-21), 21dB < A<50dB (5.89)
0.1102((A-8.72), A>50dB

4. A ordem do filtro é também determinada empiricamente utilizando a banda de transi¢do. Sendo Aw =
ws —w, ou Af = f{ — f,, entdo:

S A-7095 _ A-7.95
© 2.285AW  14.357Af

(5.90)

5. A resposta ao impulso do filtro sera dada por:

h(n) =hg (Mw; (n) (3.91)
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em que hy(n) pode ser a resposta ao impulso de um dos filtros ideais mostradas na tabela 5.2.

Tabela 5.4: Pardmetros da janela de Kaiser em fun¢io de f.

Largurada  Picorelativo  Atenuagio

Paragletro banda de do 16bulo na banda de
transi¢do (Af) lateral (dB)  parada (dB)

2 1.5/M -19 29

4 2.6/M -30 45

6 3.8/'M -44 63

8 5.1/M -59 81

10 6.4/M -74 99

5.8 Projeto de filtros FIR por amostragem em frequéncia
O método de amostragem em frequéncia permite o projeto de filtros FIR tanto para os filtros ideais

quanto para filtros com resposta em frequéncia arbitrarias. Generalizando as equagdes (5.77), (5.78) e
(5.79), a resposta em frequéncia de um filtro FIR com fase linear tera a seguinte forma:

sendo que, H,(e'") é a parte real da resposta em frequéncia tal que:

(M=1)/2-1

H,e")=h((M -1)/2)+2 zimmumw«M-Jyz—n):Mimmr (5.93)
k=0
. M/2-1
H,(e™)=2 Zh(n)cosW((M ~1)/2-n) :M par (5.94)
k=0

A caracteristica de fase sera dada por:

WM — jw
¢(W):{ wW(M-1)/2, H,.(e)>0 595

—wW(M-1)/2+m, H,(e™)<0

O mesmo procedimento acima poderia ser repetido admitindo h(n) antissimétrica, isto €, h(n) = -h(M-
1-n), porém esse procedimento ndo é muito comum.

O método por amostragem em frequéncia é também realizado através da especificagdo de uma
resposta em frequéncia desejada Hy(e'™). Esta resposta é especificada em frequéncias discretas
regularmente espacadas, tais que:

Wk :T\/I_ﬂ(k-i'a): kzoalz'”a% M I,mpar
(5.96)

k=0,1,-

M
- — M par
> p

O parametro o ¢ estabelecido como sendo 0 ou 1/2, Proakis (1992). Aqui, neste trabalho, sera
utilizado o caso mais comum com a = 0. Nas frequéncias especificadas por wy, a resposta em frequéncia,
H(k), do filtro digital filtro digital deve ser a mesma do filtro desejado tal que:
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27

2 "~ —j—kn
HKk)=Hyw,)=H(k)= Zh(n)e M (5.97)
M n=0
Para se determinar h(n) basta calcular a transformada inversa da equago acima. Assim:
1 M-l 'z—nkn
h(n)=— » H(k)e M 5.98
(m=— kz(; (k) (5.98)

Esta equagdo pode ser calculada utilizando algoritmos de transformada rapida de Fourier, ou entdo
simplificada devido a condi¢@o de simetria de h(n) em torno do ponto (M-1)/2. Como h(n) ¢ real entdo
H(k) apresenta modulo par e fase impar satisfazendo a seguinte condig@o de simetria:

Hk)=H"(M —k) (5.99)

Explorando esta propriedade e as equacgdes (5.93), (5.94) e (5.95) chega-se a uma solugdo
simplificada para o calculo de h(n).

1 c 2 1
h(n) = V{G(O) + 2;G(k)cos{vk(n + EH} (5.100)
tal que:
sz, M impar ou M—l, M par (5.101)
2 2
et
G(k)=(-D"H, (k) ou H(k)=e M G(k) (5.102)

Observe que este tipo de projeto € otimizado, pois nas frequéncias estabelecidas pelo projeto o erro
de aproximagdo ¢ nulo. Infelizmente nao existe um método para se estabelecer a ordem do filtro, como no
caso do filtro utilizando janela de Kaiser.

Exemplo 12: Determine, pelo método de amostragem em frequéncia, os coeficientes de um filtro FIR
com fase linear e M = 17 que satisfaz a seguinte condigao:

1, k=0,1,2,3,4
H,(k)=1T,, k=5
0, k=678

T, = 0.4 é o valor do termo na banda de transi¢do. A resposta em frequéncia do filtro acima ¢
mostrada na figura (5.19).

Utilizando a equagio (5.100) tem-se que:

8
h(n)= %{G(O) + 22G(k)cosﬁ—:k(n + %H}
k=1

em que: G(k) = (-1)*H, (k)
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|||||"'>k
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 5.19: Exemplo projeto de filtros FIR por amostragem de frequéncia.

Resolvendo a equag@o anterior se chega aos seguintes coeficientes:

Coeficientes do filtro

h(0) = h(16) -0.01012334
h(1) = h(15) 0.01463976
h(2) = h(14) 0.01103875
h(3) = h(13) -0.0453175
h(4)=h(12) 0.04397129
h(5)=h(11) 0.02334887
h(6) = h(10) -0.142825
h(7) = h(9) 0.2582083
h(8) 0.6941176

A resposta em frequéncia deste filtro ¢ mostrada na figura 5.20.a. O valor T; na banda de
transicdo € muito importante neste método de projeto pois a sua escolha influencia diretamente ndo valor
da atenuacdo da banda de atenuag@o. No exemplo anterior se fosse escolhido T; = 0, a banda de transigéo
seria mais abrupta, mas em contrapartida a banda de atenuagdo iria apresentar uma atenuagdo menor,
como mostra a figura 5.20.b. Portanto, existe um compromisso no projeto destes filtros para a escolha do
valor de T;. Este valor ¢ determinado tal que o modulo da fungdo de transferéncia apresente atenuagao
maxima dos lobulos laterais. Proakis (1993) e Rabiner (1970) apresentam extensivas tabelas com
especificacdo das atenuacdes e valores 6timos para o termo da banda de transigao.

[H(e™)| [H(™)
20 20
Ti=04 T,=0

0
N
Zz [\ g4 o V

-60

-80

-100 -80
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 02 03 0.4 0.5

Freqiiéncia (Hertz) Freqiiéncia (Hertz)

Figura 5.20: Resposta em frequéncia para o filtro do exemplo12, (a) T; =0.4 ¢ (b) T; =0.
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Exercicios

22. Para cada um dos seguintes filtros estabelega a ordem e identifique os seus coeficientes:

(e y(n)=2x(n)—x(n-1)+y(n-1)

M y(Mm=x(n-1)-x(n-2)-y(n-1)

(8 ym=x(n+x(n-1)-y(n-1)-0.5y(n-3)
(h) y(n) =2x(n)—-x(n-1)

(i) y(n)=0.5x(n-3)

G ym=x(n)—x(n=1)+x(n-=2)+x(n-3)

23. Determine as fun¢des de transferéncia de cada um dos filtros do exercicio 1.
24. Um filtro digital é descrito pela seguinte equagdo de diferengas:
y(n) =x(n)—x(n—-1)+0.4y(n-1)

(a) O filtro € recursivo ou ndo recursivo. Justifique a resposta.

(b) Qual a ordem do filtro?

(c) Determine a resposta em frequéncia e desenhe o espectro de amplitudes.

(d) Sendo {14 62 -1 0} a sequéncia aplicada na entrada do filtro, determine a sequéncia de saida
desde y(0) até y(6).

25. Um filtro digital apresenta a seguinte func¢ao de transferéncia:

1

H@)=—
14092

(a) Desenhe o diagrama de polos e zeros.

(b) Desenhe o modulo da fungdo de transferéncia

(c) Determine a formula de recursdo que relaciona os valores das amostras de saida e de entrada.
(d) Determine e esboce a resposta ao impulso do filtro

26. Um filtro analdgico apresenta a seguinte fun¢do de transferéncia:

2

H()= (s+1)(5+2)

(a) Utilize transformacao bilinear para converter o filtro no seu equivalente digital (admita T = 0.5).
(b) Encontre a equacao de recursio do filtro.
(c) Desenhe o médulo da resposta em frequéncia para ambos os filtros e compare os resultados.

27. A figura abaixo ¢ um sistema utilizado para obter um filtro passa-altas a partir de um filtro passa

baixas.
: JL
X0 H©) MY

[ 4

- Demonstre graficamente que se H(€2) ¢ um passa baixas ideal com frequéncia de corte €, entdo
o sistema todo sera um passa altas ideal; e se H(Q2) é um passa altas ideal com frequéncia de
corte O, entdo o sistema todo serd um passa baixas ideal e determine sua frequéncia de corte.
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28. Projete um filtro digital IIR de primeira ordem, com caracteristica de Butterworth e frequéncia de
corte w, = 0.37.

29. Projete um filtro digital passa-baixas com caracteristica de Butterworth que satisfaca as seguintes
especificagoes:
(a) Banda de passagem: 0 — 1 kHz e atenuag@o maxima de 1 dB.
(b) Banda de atenuag@o: a partir de 3 kHz com atenuagdo minima de 20 dB.
(¢) Frequéncia de amostragem: 10 kHz.

30. Repita o exercicio anterior utilizando caracteristica de Chebyshev.

31. Projete um filtro FIR passa-baixas utilizando o método por janelas que satisfaca as seguintes
especificagoes:

Frequéncia da banda de passagem: 1.5 kHz
Largura da banda de transigdo: 0.5 kHz
Atenuacdo na banda de atenuagdo: > 50 dB
Frequéncia de amostragem: 10 kHz

32. Projete um filtro FIR passa-baixas, com f, = 0.4 (w, = 0.87) utilizando janela de Hamming e M = 9.

OBS: 3X _1 x50
X

33. Determine a resposta de amplitude e de fase de um filtro FIR causal cuja fungdo de transferéncia ¢é
dada por:

3
H(z)= Z h(m)z™™ em que: h(m)=h(M-m) M=3
m=0

34. Projete um filtro FIR passa-baixas, com fase linear e ordem 14, pelo método de amostragem em
frequéncia, que aproxima a caracteristica de frequéncia dada abaixo. Desenhe o mddulo da fungao de

transferéncia.
Hi(k)
I 1, k=0,1,23
He(k)={T,=0.4 k=4
Ty bececcaaen- o 0, k=56
1 1 1 1 s - k
1 2 3 4 5 6

35. Considere as seguintes especificacdes para um filtro digital passa-baixas:

0.99S‘H(ejwl <1.01, 0<|w<025n

™| <001, 035m<|wi<n

a) Projete um filtro FIR com fase linear utilizando o método de janelas.
b) Repita o projeto utilizando a janela de Kaiser.

36. Considere as seguintes especificacdes para um filtro FIR passa-banda:
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™) <0005, 0.<w]<02m
0.95<[H(e™| <105, 03m<|wj<06n

™| <001, 07n<|w<n

Projete o filtro utilizando o método por janelas.

37. Um filtro digital FIR, passa-baixas, foi projetado utilizando janela de Kaiser com as seguintes
especificagoes:

Ordem M = 50
Frequéncia da banda de passagem: w, = 0.4n
Frequéncia da banda de atenuagdo: wy = 0.57

Determine a atenua¢do minima na banda de atenuagao para este filtro.

38. Suponha que se tenha um sinal discreto no tempo, que apresenta uma interferéncia senoidal com
frequéncia angular wy. Projete um filtro FIR, com coeficientes reais, que elimine completamente esta
componente de frequéncia. OBS: Lembre que para filtros FIR com coeficientes reais os zeros
complexos devem aparecer na forma de complexos conjugados.
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Capitulo 6

Projetos Otimizados de Filtros

6.1 Projeto de filtros FIR equiripple

Nesta se¢do vamos considerar o problema da aproximacdo de Chebyshev para o projeto de filtros
FIR com fase linear. Neste tipo de projeto ¢ definida uma fung@o de erro entre as respostas em frequéncia
desejada e a aproximada. Este erro é multiplicado por uma fungdo de ponderagdo W(e'") e o seu valor
absoluto maximo ¢ entdo minimizado. Este procedimento ¢ visualizado como um projeto 6timo desde que
para uma dada ordem M, o erro maximo ¢ minimizado nas bandas de interesse. Uma propriedade
importante é que o filtro resultante apresenta ondulagdes de amplitudes iguais (equiripple) nas bandas
passante e de parada (atenuagdo).

Para descrever o procedimento de projeto vamos considerar o projeto de um filtro FIR passa baixas
ideal, ndo-causal, com fase nula e resposta em frequéncia Hq(e'"). Este filtro e a sua correspondente
aproximagio, Hy(e""), sio mostrados na figura 6.1. A fungdo desejada é estabelecida com ganho igual a 1
na banda de passagem e ganho zero na banda de atenuag@o e nenhuma especificagdo ¢ feita para a banda
de transigdo.

1, 0<w<w,

Hole™)= o e <ol<n 6.1)

em que w, € W, sdo, respectivamente, as frequéncias das bandas de passagem e de atenuag@o.

[Hy(e™)|

1+6i N\~

1= -
i \Resposta aproximada Hy(e™™)
]
]

N i N NN,

e Wy WeNL___ N @

Figura 6.1: Limites de erro para o projeto de um filtro passa-baixas.

A figura 6.1 ilustra os limites de erro para o projeto de um filtro passa-baixas, &; € J, sdo,
respectivamente, os erros absolutos maximos nas bandas de passagem (0 a w,) e de atenuagdo (w; a ).
Para uma dada ordem estes erros devem ser minimos. O ganho do filtro ideal € estabelecido igual a
unidade.

Considerando um filtro tipo I com fase nula, a seguinte propriedade ¢ valida:

ho(N)=hy(=n) :n=01,--,L=M/2 6.2)

em que M € um niimero par e corresponde a ordem do filtro.

A sua correspondente resposta em frequéncia ¢ dada por:
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. L .
Hole™ )= D hy(n)e " (6.3)

k=—L
em que L =M/2.
Por causa da simetria par na equagdo (6.2), a resposta em frequéncia pode ser reescrita como:

Ho(e j‘”)z ho (O)+ZL:2h0 (n)cos(wn) (6.4)

n-1
emque H, (e JW) ¢ uma fungdo real, par e periddica em w.

O filtro acima é nao causal. Um filtro causal, com fase linear é obtido é obtido facilmente do filtro
ndo-causal atrasando hy(n) por L = M/2 amostras. Assim,

h(n)=hy(n=M/2)=h(M =n) n=0,1,--,M (6.5)
com resposta em frequéncia,
H(eiw): Ho(ejwnk—jwM/z (6.6)

Considerando a equagédo (6.4), podemos verificar que os termos cos(wn) podem ser expressos como
uma soma de poténcias de cos(w), utilizando os polindmios de Chebyshev de ordem n, tal que:

cos(wn)=T, (cos(w)) (6.7)
em que:
T,(x)= cos(cos’1 (x)) (6.8)

Assim, desenvolvendo a equagdo acima paran=20, 1, 2, ...
T, (cos(w))=2cos? (w)-1 (6.9)

Consequentemente a equacao (6.4) pode ser reescrita como um polindmio de ordem L em cos(w),

L
Ho(e JW): a(k)cos® (w) (6.10)
k=0

assim, Ho(e'") ¢ um polindmio de ordem L em cos(w), desse modo, podemos considerar o problema de
sua aproximagdo fungdo de cos(w) e da ordem do filtro.

Pode ser mostrado (Parks and McClellan 1972 a e b) que fixando L ou M, w, e w,, o projeto dos
filtros FIR recai no problema de aproximagdo de Chebyshev sobre conjuntos disjuntos. Este problema é
formalizado, definindo uma fung¢ao de erro ponderada tal que:
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Ele™)=wle JHqle™)-H,le™)| 6.11)

em que W(e™™) é uma fungdo de ponderagdo que incorpora os pardmetros do erro de aproximagio no
procedimento de projeto. A fungdo de erro € definida em subintervalos do intervalo 0 < w < .

Por exemplo, para o filtro passa-baixas ideal, definido pela equagdo (6.1) os subintervalos onde o

erro € definido sdo: 0 < w < w, € wy < w < 7. Permitindo um erro absoluto maximo &,, a fungéo de
ponderagdo ¢ dada por:

e}
W(e jw)_ k= S_T 0<|w/<w, bandade passagem 612

1, w, <|w|<m banda de atenuago

O critério de Projeto — Teorema das Alternancias
Sendo definida a fungio de erro ponderado E(e/), o problema ¢ determinar os coeficientes do filtro

que minimizam o valor maximo absoluto deste erro nos intervalos em que a aproximagdo ¢ considerada.
Em termos matematicos tem-se que:

min max‘E e jW]
ho(n)ou a(n}[ ( (6.13)
0<n<L weF

em que F é o subconjunto (unido disjunta) das bandas de frequéncia onde a minimizagao ¢ realizada.

Seja F um subconjunto fechado consistindo da unido disjunta de outros subconjuntos fechados no
intervalo [0,7]. Seja P(e"™) um polinémio de ordem L,

P(ej‘”):

Sejam _Hd(ejw) uma fungio continua em F, W(e'™) uma fungio positiva e continua em F e seja
também E(e"™) uma fungéo de erro ponderada tal que:

Ele™)=wle™ |Hqle™)-rle™) (6.15)

L
a(k)cos(wk ) (6.14)
k=0

O teorema das alternancias estabelece que a condi¢do necessaria e suficiente para que P(e'") seja
unico e minimize o valor absoluto do erro ¢ que E(e™) exiba pelo menos L + 2 alternancias, isto ¢é,

para W, <Ww, <---<W_,, € F = E(e"Wi ):—E(ejw”l):iré, i=1,2,-,L+1 (6.16)
emque 0 = maX‘E(ejW], weF.

Para o filtro FIR tipo I, nas frequéncias discretas w;, admitindo P(e™™) = Hy(e!"), a equagdo (6.11)
torna-se idéntica a equagdo (6.15), assim:

Ele™ )=wle™ JHy ™ )-Hyl™ = (15, i=1.2,L+2 6.17)

e os coeficientes a, estdo relacionados com os coeficientes do filtro através da seguinte formula:
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(6.18)

a(n)= th%—nj =2hy(n)= n :1,2,-..,%

A figura 6.2. mostra a resposta em frequéncia de um filtro obtido através do teorema das alternancias
para L = 8 (M = 16). Os circulos na figura indicam os pontos onde ocorrem as alternancias. Algumas
propriedades importantes que se deve ressaltar sdo:

O filtro apresenta pelo menos L+2 alterndncias, mas pode ocorrer um maximo de L+3

alternancias.

- Os valores da resposta em frequéncia nas frequéncias w, e w, sdo considerados sempre pontos
onde ocorrem estas alternancias.

- O filtro é equiripple, ondulagdo com amplitude maxima constante, exceto, possivelmente, nas
frequéncias w=0¢e w = 7.

- Este filtro apresenta o menor erro de aproximagio ponderado, 5, para uma determinada banda de
transi¢do w, — wp,. _

- Para a fungdo de ponderacdo W(e"), definida pela equagéo (6.12), o erro maximo na banda de
atenuacdo sera 6, = d e o erro maximo na banda de passagem sera d; = k.

- J; e 3, ndo precisam ser necessariamente iguais.

H(e™)
1+6;
e
EN 4
: Ho(e™™)
[ Wi W2 W3 WaWs We W W Ny T T

Wp Wi
Figura 6.2: Filtro obtido utilizando o teorema das alternancias para L = 8.

Algoritmo de Parks-McClellan

As equagdes (6.17) podem ser escritas na forma matricial em termos dos coeficientes de P(¢'"), a(n),
n=0,1, ..., L, como segue::

1 cos(w,) - cos(Lw,) 1/W(eiW1) Ta()] | Hdgele;_

1 cos(w,) - cos(Lw,) ~1/w (e j‘”2) a(1) H,le ™

S : : : P (6.19)
1 cos(w,) - cos(lw_,) (=) wileM)la(L)| |H, et

1 cos(wy,,) - cos(Lwy,) (- D52 fw e L8 ] [Hgle™=)

Nao hé necessidade de se utilizar inversdo matricial para a solugdo da equagdo (6.19). Ela pode ser
resolvida utilizando férmulas de interpolagdo de lagrange (Oppenheim, 1989), como segue:

1. Fornega um conjunto inicial de frequéncias w;, i = 1, 2, ...., L+2, que incluem as frequéncias das
bandas de passagem e de atenuagdo, w, € Ws.
ii. Encontre  resolvendo as seguintes equagdes:
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L+2 )
W,

Zkad(ej k) L+2 1

= S (S bk =

k=1
iil. Férmulas da interpolagdo de Lagrange para o calculo de Hy(e'™) ou P(e™™).
L+1

_ _ Zde « /[cos(w)—cos(w, )]

Hole™)=Ple™)= 2L, (6.21)

2 e/ [eos(w)—cos(uw )]

k+1
_ w ) (DS
Cu=Hale™)- Wl (6.22)
“ L Lcos(w, )-cos(w;)  cos(w )—cos(w,,,) (6.23)
i=k
iv.  Se|E(e"™)| < & em F entdo a aproximagio foi encontrada, caso contrario um novo conjunto de

frequéncias deve ser fornecido e volte ao passo 2.

O novo conjunto de frequéncias a ser adotado ¢ aquele no qual as frequéncias correspondem aos
maiores picos positivos € negativos, como mostra a figura 6.3 nos pontos marcados com um ‘x’, contudo,
as frequéncias das bandas de passagem e de atenuacdo devem permanecer neste conjunto. A pesquisa
para se obter as frequéncias dos novos picos € realizada em um conjunto mais denso para evitar erros
maiores de aproximagdo. Se houver erros maximos em w = 0 ¢ w = 7, entdo a frequéncia do pico de
maior valor ¢ a escolhida.

No final os coeficientes hy(n), de Ho(e™™) = P(e'"), sdo os coeficientes do filtro digital otimizado,
substituindo na equagdo (6.5) temos o filtro otimizado.

[HW)I

Figura 6.3: Atualizagdo das frequéncias para o algoritmo de Pars-McClellan.

Herrmann (1973), desenvolveu uma férmula de projeto em funcao de §,, 8,, w,, € W, para se estimar
a ordem para o projeto de filtros passa-baixas,
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~10l0g(8,8,)-13
M =
2.324{wg —w,)

(6.24)

Esta formula fornece uma boa aproximacao da ordem a ser utilizada. Se o filtro for projetado com a
ordem determinada acima, apresentar um erro maior que o especificado, a ordem do filtro pode ser
aumentada até que as condi¢des de projeto sejam alcangadas.

Exemplo 1: A figura 6.4 mostra o0 modulo da resposta em frequéncia de um filtro projetado pelo
algoritmo de Parks-McClellan com as seguintes especificagdes: 6; = 8, = 0.01, f, = 0.2 e f; = 0.3. A ordem
do filtro ¢ calculada pela equacdo (6.24),

~ —10log(0.01x0.01)—13

- =18.49
2.324x2x71x(0.3-0.2)

Para o filtro tipo I utilizamos M = 18, e com o auxilio de um computador, obtemos os seguintes
coeficientes:

ho = hys = 1.2498 10

h] = h17 = 0
hy = hjs = -2.3095 107
h3 = h15 =00
hy = hy, = 4.5809 10
h5 = h13 =0
hg =h;, =-9.4557107
h7 = h11 =0
hg=h;o=3.1433 10!
he = 5.0000 107!
1

0.8

0.6

04

0.2

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Figura 6.4: Exemplo de projeto utilizando o algoritmo de Parks-McClellan.
Filtro passa-baixas tipo 11

Para o filtro passa-baixas tipo II com fase linear, em que M é um numero impar, sdo validas as
seguintes formulas:

h(n)=h(M =n), n=0,1,--,M (6.25)
M (M41)/2
H(eJ'W):e 3 i b(k)cos{(k—%}w} (6.26)
k=1

b(k):Zh( M;l—k], k=01, (M+1)/2 6.27)
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Neste caso, admitindo:

b(1)= %b(z)

b(k)=2b(k)-b(k-1), k:z,s,---,% (6.28)

5 M-T)_ 2b( M +1j
2 2
entdo a resposta em frequéncia sera dada por:

) _ jMW w (M-1)/2
H (e ‘W)= e 2 COS(E) b (k )cos(kw) (6.29)

k=1

e as funcdes desejadas e a de ponderagdo do erro serdo dadas por:

;, 0<M<w, bandade passagem
. w
Hy )= cos(zj (6.30)

0, W, <[w|<m banda de atenuag&o

banda de passagem

S—ZCOS[ﬂj, 0<w<w,

W(ej‘”): o 2 (6.31)

cos(g], W, <[w|<m banda de atenuagéo

e a equacdo (19) é resolvida em termos dos coeficientes B(k)

Existem implementados programas de computador para a obtengdo dos coeficientes do filtro
utilizando o método acima, veja, por exemplo, referéncias 17 e 19 da bibliografia e também softwares
avangados, como por exemplo o MatLab, que facilitam o projetista na obtenggo dos filtros equiripple.

6.2 Aproximacao de Padé

A aproximacdo de Padé é utilizada para filtros IIR. As técnicas de projeto para filtros IIR sdo
baseadas na transformagdo da funcgdo de transferéncia, H(s), de um filtro analdgico para uma funcao H(z)
do filtro digital, através de uma fun¢@o de mapeamento s = f(z), como foi estudado no capitulo 5. A
técnica de Padé € uma técnica de projeto baseada nos minimos quadrados, que aproxima diretamente um
filtro baseando-se diretamente na resposta ao impulso desejada hy(n) do sistema.

Seja H(z) a fung@o racional de um sistema causal, isto ¢,

Q
Zbk 77x .
H(z)= ig; Srsl =>h(n)z ™" (6.32)

+

1+ a2 0

1
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Esta funcdo de transferéncia apresenta N = P + Q + 1 parametros livres, os coeficientes ay e by, que
podem ser selecionados para minimizar um erro segundo algum critério. O procedimento para encontrar
estes coeficientes ¢ estabelecer que a resposta ao impulso do filtro seja igual a resposta ao impulso do
filtro desejado paran=0, 1, 2, ..., N-1= P+Q, isto &,

h(n)=hg(n), n=01,-,P+Q (6.33)

Note que a equagdo (6.32) pode ser escrita como segue,

H(2)A(z) = B(2) (6.34)

Transformando a equagdo acima para o dominio do tempo, através da propriedade da soma de
convolugdo segue que,

aln)* )= h(n)+ 3 alkoh(n—k)=b(n) 63%)

A equagdo (6.35) é um conjunto de P + Q + 1 equagdes lineares distintas, assim, estabelecendo
h(n): hy (n) n=0,,--,P+Q., tem-se que:

P b(n), n=0,1,"--,
+ E alk hd n-— k { ( ) Q (6.36)
— 0, n=Q+1L---,Q+P

pois, pela equacdo (6.32) b(n) = 0 paran > Q.

Para a solugdo do filtro, o primeiro passo é determinar os coeficientes a(k). Admitindo, na equagéo
(6.36), quen= Q+ 1, ..., P+ Q e que as equagdes sejam linearmente independentes, entdo,

hs(Q) hs(@Q-1) - hy(Q-P+1)][all) hy(Q+1)
hd(?"_l) hg (Q) hd(Q_:P+2) . a(:2) _ hd(Q:+2) 637)
hg@+P-1) hy(Q+P-2) - hs Q) aP he(Q+P)

Determinado os coeficientes a, através da equag@o acima, os coeficientes by sdo determinados
admitindon=0, 1, ..., Q na equagdo (6.36) ou seja,

P (6.38)
+Za hd n- k n=0,1,--Q
k=1

n
Exemplo 2: Seja hy (n)z 2(%) u(n), determine, por aproximagdo de Padé, um filtro H(z) que aproxima
Hq(z) tal que:
-1
H (Z _ bO + blz 1
I+a,z”

Observe que P = Q = 1, assim pela equagdo (6.37),

a0y = -a(2) > =2 =172
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Pela equagdo (6.38),
by = hg(0)=2
b, =hy(1)+ahy(0)=1-=2=0
portanto,
2
H(z)=
@) 1-0.527"

6.3 Método de Prony

O método de Prony ¢é utilizado também no projeto de filtros IIR e é uma extensdo do método de
Padé. Ele utiliza a abordagem dos minimos quadrados para determinar os coeficientes do filtro. O método
consiste em encontrar os coeficientes a, ¢ by, equacdo (6.32), que minimizam o erro quadratico médio
entre a resposta ao impulso desejada e a resposta ao impulso do filtro encontrado.

Como as respostas ao impulso sdo reais e admitindo um filtro causal, este erro pode ser escrito
como:

£= E{ Oj (hg(n)- h(n))zl (6.39)

Considerando a equagdo (6.36), admitindo n > Q + 1, podemos escrever que:

hg (n):—zp:a(k)hd (n—k), n>Q+I (6.40)

k=1

Admitindo hy(n) = h(n) e substituindo a equagdo (6.40) em (6.39) o erro quadratico médio pode ser
escrito como:

=g 3 {hd )+ alon, (n—k)] (6.41)

n=Q+1 1

Os coeficientes a,, que minimizam g, podem ser encontrados estabelecendo as derivadas parciais de
€ em relacdo aos coeficientes ay iguais a zero, assim, ap6s alguma manipulagdo matematica tem-se que:

aa_:,: E[ ih[, (n)hq (n_u)}ga(k)E[ ihd (n—Kk)hg (n—l)] =0, 1=12-P (6.42)

n=Q+1 1 n=Q+1

Admitindo:

n=Q+1

r(k,1)= E[ ihd (n—k)hy (n—l)] (6.43)

ou seja, ry(k,l) € similar a funcdo de autocorrelagio da resposta ao impulso desejada.
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Portanto, a equagao (6.42) pode ser reescrita como:
P
+Za r,(k0)=0, 1=1,2,--,P (6.44)
k=1

Para uma facilidade maior de observagdo, podemos também escrever a equacdo (6.44) na forma
matricial,

: : : : = ;O (6.45)
n(P1) n(P.P) - r(P.P)aP) |n(Po)

Uma vez determinados os coeficientes ai, os coeficientes by sdo encontrados utilizando a equagéo
(6.38), ou seja:

P
+Za hy(n-k), n=01,--,Q (6.46)
k=1

6.4 Projeto de filtros FIR pelo método dos minimos quadrados

Sabemos que um sistema inverso de um sistema linear invariante no tempo, com resposta ao
impulso h(n), € aquele que satisfaz as seguintes condi¢des:

h(n)* h, (n)=38(n) (6.47)
No dominio da frequéncia a transformada z da equacdo acima ¢ dada por
H(z)*H, (z)=1 (6.48)

em que h;(n) e Hy(z) sdo, respectivamente a resposta ao impulso ¢ a fun¢ao do sistema linear invariante no
tempo inverso.

Se H(z) ¢ um sistema somente com polos, entdo Hj(z) serd um sistema FIR, caso contrario ele sera

um sistema IIR, assim, restringindo h(n) = hy(n) como a resposta ao impulso de um filtro FIR de ordem M
e truncando h(n) tal que:

h,(n)=h(n) i=0,1,--,M (6.49)

Admitindo n > M hy(n) é o erro de aproximagdo, assim, este procedimento conduz a um erro
quadratico de aproximacao igual a:

2
g = Y h(n) (6.50)
Um método alternativo para o projeto € utilizar o critério do erro quadratico minimo para otimizar os

coeficientes by do filtro FIR. Este procedimento ¢ descrito abaixo.

Seja d(n) a sequéncia de saida desejada do filtro FIR e seja h(n) a sequéncia de entrada do filtro a ser
aproximado, como mostra a figura 6.5.
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d(n) = 8(n)

h(n) FIR y(n) = e(n)
T on &/

Algoritmo de
Minimizacdo do
erro

Figura 6.6: Filtro inverso FIR pelo método dos minimos quadrados.

O erro entre a saida do filtro e a resposta desejada sera:
M
e(n)=d(n)- y(n)=d(n)—Zbkh(n—k) (6.51)
k=0

em que by sdo os coeficientes do filtro.

Assim, o erro quadratico médio sera:

azi{d(n)—ibkh(n—k)} (6.52)

Este erro pode ser minimizado derivando a equagdo acima em relacdo aos coeficientes by e
igualando o resultado a zero. Apds alguma manipulagio algébrica chega-se que:

M
Zbkrhh(k_l):rdh(l) =01, M (6.53)
k=0

em que:

rhh(l)zih(n)h(n—l) e rdh(l)zid(n)h(n—l) (6.54)

n=0 n=0

O filtro que satisfaz a equagdo (6.53) ¢ chamado de filtro de Wiener. Admitindo que o filtro vai
aproximar o filtro inverso, isto ¢, d(n) = d(n), entdo:

rgn (1) = {h(o)' =0 (6.55)

0, caso contrario

O conjunto de equacdes em (6.53) podem ser expressos na forma matricial como:

mn(©0) ) (M) [ by h(0)
rhh:(l) rhh:(o) T (M ~1) | b:1 _ 0 (6.56)
(M) (M =1) - 1, (0) [ by 0

E o erro minimo sera:
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Emin =1-h(0)bg (6.57)

Observe que a matriz da equagdo (6.56) é simétrica, com todos os elementos iguais ao longo da
diagonal principal. Esta matriz ¢ conhecida como matriz de Toeplitz. Utilizando as propriedades deste
tipo de matriz foi desenvolvido o algoritmo eficiente (de Levinson-Durbin), que resolve rapidamente a
equacdo (6.56) sem utilizar métodos de inversdao de matrizes.

Exemplo 3: Seja h(n) a resposta ao impulso de um sistema tal que:

4, n=0

2, n=1
h — >
0)=1 oo

0, n=3

Encontre o filtro FIR inverso, com M = 3 e o erro minimo que aproxima o sistema acima pelo
método dos minimos quadrados.

—  Para encontrar o filtro FIR inverso devemos resolver a equacdo (6.53) mostrada abaixo:

h(0), k=0

M
bkrhh(k_l)z{
; 0, I=L---,M=3

- Callode ()= i)
- (0= ZHORO-0)-0)- 1)) -2
- )= 3 pl=1) O HR() -0
- )= Chobln-2) - Hakio) -3

— Para o calculo dos coeficientes do filtro FIR, utilizamos as equagdes (6.53) ou (6.56), assim:

21 10 47][b,] T[4 b, = 0.2469
10 21 10|/b |=[0| = b =-0.1231
4 10 21||by| |0 b, =0.0116

— O erro minimo ¢ dado pela equagdo (6.57):

Emin =1—h(0)b, =1-4.0.2469 = 0.0124

min
— Portanto a transformada z do filtro FIR inverso sera:

1 4.0506
H (Z) = 1 2 0 )
0.2469-0.1231z7 +0.0116z 1-0.4985z" +0.0469z

As figuras 6.7 ¢ 6.8 mostram as respostas de amplitude do filtro desejado (linha continua) e o do
projetado (linha tracejada) pelo método dos minimos quadrados. Na figura 6.7 foi utilizado M = 3, como
desenvolvido no exemplo acima, e na figura 6.8 foi utilizado M = 5. Observe a boa aproximagao do filtro
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projetado com o filtro desejado. Observe também que conforme aumentamos a ordem, melhor é a

aproximagdo, pois o erro diminui.

20
%\\
15 )
e projetado
10 desgjado =~ "
05 —f

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.7: Respostas de amplitude do filtro desejado e o do projetado pelo
método dos minimos quadrados M = 3.

20

15 [

10 deseia:\\}s\

05 —f
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.8: Respostas de amplitude do filtro desejado e o do projetado pelo
método dos minimos quadrados M = 5.
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Apéndice A-1

FuncGes de Janelas

Quando trabalhamos com a FFT, para o estudo de espectro de sinais, deparamos com alguns
problemas basicos:

— O sinal ¢ analisado em intervalos de tempo limitados, isto €, a sequéncia que representa o sinal
tem duragdo finita, por exemplo, N e a FFT assume que o sinal dentro deste intervalo se repete,
como se fosse periddico.

— A FFT fornece resultados para frequéncias discretas separadas por 1/N.

No segundo caso tém-se imposto limites na resolugdo espectral impostos pela duragdo do intervalo
de andlise. No primeiro caso, ocorre um efeito que é chamado de espalhamento espectral (spectral
leakage) que resulta em uma distorgdo no espectro original do sinal. Espalhamento espectral significa que
a energia do sinal que deveria estar concentrada em uma uUnica frequéncia (como no caso de sinais
senoidais), se espalha por toda a faixa de frequéncias. Ele estd relacionado com descontinuidades que
aparecem nos extremos do intervalo de medida. Este efeito é mais pronunciado em sinais repetitivos ou
em sinais quase-periddicos, pois quando interrompemos o sinal podem aparecem grandes
descontinuidades. Por exemplo, para uma sequéncia senoidal apresentar uma Unica raia espectral, seria
necessario um numero exato de periodos, caso contrario termos o espalhamento espectral no espectro de
amplitude. O espalhamento espectral pode também mascarar outras componentes do sinal. Veja o
exemplo na se¢do 4.6 do capitulo 4.

Quando se analisa um sinal, na maior parte das situagdes, este ¢ segmentado em intervalos de tempo
curtos, isto ¢, a sequéncia ¢ divida e sequéncias menores de tamanho N. Em seguida cada uma destas
partes ¢ analisada separadamente. Este procedimento é equivalente a multiplicar o sinal por uma fungdo
retangular de amplitude unitaria dentro do intervalo de analise e amplitude nula fora deste. Em
processamento de sinais chamamos esta funcio de janela retangular. A janela retangular apresenta
descontinuidades, assim, como resultado tem-se o aparecimento de frequéncias indesejaveis no espectro
do sinal. O espectro resultante do sinal “janelado” ¢ a convolugao do espectro da janela com o do sinal e,
como as amplitudes dos lobulos laterais do espectro da janela retangular sdo muito grandes este pode ficar
distorcido ou ‘esconder’ sinais de frequéncias muito proximas. Este fendmeno é conhecido como
espelhamento espectral (leakage).

Sinais que decrescem com o tempo, cuja forma de onda estd plenamente contida na janela de analise
sdo pouco afetados pelo leakage. Como dissemos, este efeito geralmente ocorre em sinais periddicos e os
quase-periodicos. Para reduzir este efeito, procura-se evitar o corte abrupto da janela retangular
multiplicando o sinal por outros tipos de fun¢des ou janelas, cuja forma no tempo discreto decai
suavemente a zero. Este processo é chamado em inglés de windowing (janelamento).

Neste apéndice sdo apresentadas as fungdes das principais janelas utilizadas em processamento

digital de sinais; sdo também fornecidas a largura de faixa do 16bulo principal para cada janela, bem como
a atenuagdo minima do maior l6bulo lateral de cada uma delas.

1. Janela Retangular

{1, 0<n<N-1
w(n) =
0, c.c.

Largura de faixa da janela: 0.86/N
Atenuagao do maior 16bulo lateral: 13.2 dB
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Figura A-1.1: Janela retangular no dominio do tempo e da frequéncia.

2. Janela de Hamming

0.54—-0.46c¢cos
w(n) =

0, c.c.

M) o<n<N-1
N_1

Largura de faixa da janela: 3.3/N
Atenuacdo do maior 16bulo lateral: 41

NANAN

>

-80

-100
0 N 0 0.5

Figura A-1.2: Janela de hamming no dominio do tempo e da frequéncia.

3. Janela de Hanning

27n
0.5-0.5cos
w(n) = (N -

0, c.c.

D). 0<n<N-I

Largura de faixa da janela: 3.1/N
Atenuacdo do maior l6bulo lateral: 41 dB

0
1r ) -20 |
0.8 | -40 \v/\\
06 [ a i i V\/\
0.4} : 60 \ Vm\} i
02} 1 RN
100 ARARAIIT
0 N 0 0.5

Figura A-1.3: Janela de hanning no dominio do tempo e da frequéncia.

4. Janela de Bartlett ou Triangular
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2n
N-1

2o 2N N/2<n<N-1
N_1

0<n<(N-1)/2
w(n) =

Largura de faixa da janela: 1.27/N
Atenuacdo do maior 16bulo lateral: 26.7 dB

0

1 204
0.8 1/
0.6 =40 e

: P M RTAVAVAVAIS
0.4+ B 1/ I \/ \U/ \/ \”/ \
0.2 - -80 IR

-100 | |
0 N 0 0.5

Figura A-1.4: Janela triangular no dominio do tempo e da frequéncia.

5. Janela de Blackman

0.42 - 0.5¢c08] 2 |+ 0.08 cos| 2
N_1 N

J, 0<n<N-1

w(n)=

0, c.c.

Largura de faixa da janela: 5.5/N
Atenuacdo do maior l6bulo lateral: 57 dB

0

Ly -20
0.8 - \\
0.6 r \
0.4) -60 i

A\
02 R AT
100 AN
0 N 0 0.5

Figura A-1.5: Janela de Blackman no dominio do tempo e da frequéncia.
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Apéndice A-2

Transformada Répida de Fourier

1. Introducdo

A transformada discreta de Fourier (TDF) € uma operagdo importante em muitas aplicacdes praticas
em sistemas de tempo discreto e em analise de sinais no dominio da frequéncia. Assim, o seu computo de
maneira eficiente torna-se necessario em praticamente todas as aplicacdes de Processamento Digital de
Sinais.

Para calcular a TDF existem algoritmos eficientes chamados de Transformada Rapida de Fourier
(acrénimo do inglés FFT - Fast Fourier Transform). Estes algoritmos diminuem drasticamente o nimero
de multiplicagdes do calculo da DFT, aproveitando-se da periodicidade de Wy, conseguindo-se desta
maneira uma eficiéncia muito alta no calculo da DFT.

A TDF ¢ igual as amostras da TF de uma sequéncia de N pontos tomadas em frequéncias igualmente
espagadas (wy = 2rk/N) no circulo de raio unitario do plano z.

Como definida anteriormente, o par de transformadas discretas de Fourier de uma sequéncia finita, de
comprimento N ¢ dado por:

N-1

X (k)= x(mW (1)
n=0
1 N-1

X(m) == > X (W™ @)
k=0

emque: n, k=0,1..,N-1 e Wy =™,

Nas equagdes acima, tanto X(k), como x(n) podem ser variaveis complexas. Portanto para calcular
diretamente cada valor da TDF ou da sua inversa sdo necessarias N multiplicagdes complexas e N-1
adicdes complexas. Assim, para todos os N valores da transformada sio requeridas no total N*
multiplicagdes complexas e N(N-1) adi¢gdes complexas. Como cada multiplicacdo complexa requer 4
multiplicagdes reais e cada adicdo requer 2 adigdes reais, entdo, para cada valor da transformada sdo
necessarias 4N multiplicagdes e 4N-2 adigdes reais. Finalizando, no total sdo requeridas 4N°
multiplicagdes e N(4N-2) adicdes reais.

Assim, o esfor¢o computacional para a obtengdo da TDF ou da TDFI é muito grande, além disso,
também existe o requerimento de memoria para armazenar os dados e os coeficientes das multiplicagdes
por (Wx)™. Em geral considera-se que o tempo de computagio da TDF é proporcional a N” e se torna
muito grande conforme N cresce, por isso ¢ interessante encontrar algum procedimento computacional
para se reduzir, principalmente o nimero multiplicagdes envolvidas no calculo da TDF ou da TDFI.

Os coeficientes Wy apresentam duas propriedades muito importantes:
1. Periodicidade: Wy =WyN) =y (krhon
2. Simetria complexa: W™ ™™ =W = wy")*

Considere as seguintes somas:
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—  Re{x(M}Re Wy +Re{x(N —n)} Re{W§™N "™} =[Re {x(n)} + Re{x(N —n)}[Re W}

= —Im{x(n)} Im W — Im (N —n)} Im WEN 1 = [Im {x(n)} + Im {X(N — )} Im Wy}

Observe que com este tipo de agrupamento divide-se o nimero de multiplicagdes por 2, isto € passa-
se de duas para uma multiplicagdo real.

Observe também que certos valores do produto kn podem conduzir os coeficientes (Wy)" ao valor -1
ou 1, eliminando assim a necessidade de multiplicagéo.

Os algoritmos de FFT utilizam as propriedades de Wy mostradas e exemplificadas acima. Eles sdao
baseados na decomposi¢do do calculo da DFT de N pontos em sucessivas transformadas com menores
numeros de pontos para se conseguir aproveitar das propriedades de Wy e assim, diminuir o ntimero de
multiplicagdes. Desse modo € possivel reduzir drasticamente os calculos para um niimero proporcional a
Nlog(N), como sera visto a seguir.

2. Algoritmo de Decimacgéo no Tempo

Existem muitos algoritmos que reduzem drasticamente o tempo de calculo da TDF. Estes algoritmos
se baseiam na decomposi¢cdo das TDFs em tamanhos cada vez menores e também nas propriedades de
Wy citadas anteriormente. Nesta se¢do sera apresentado, como exemplo, o algoritmo de decimag@o no
tempo que utiliza uma sequéncia de comprimento N par tal que N=2".

No desenvolvimento deste algoritmo o primeiro passo € pegar a expressdo da TDF de x(n) e dividi-la
em duas novas TDFs de comprimento N/2, compostas das amostras de indices pares e impares de x(n),
como mostra a equacgao (4).

N-1
X (k) = > x(mwK 5
n=0
(N/2)-1 (N/2)-1
X(K)= D x@mWg™ + " x@m+Hw ok @
m=0 m=0
(N/2)-1 K (N/2)-1 )
X[k)= > ><(2m)(\/\/N2 )m wE x(2m+1)(w§)m )
m=0 m=0

2 -2j2x/N —j27/(N/2
como:WNze ! =g/ ¢ )ZW

N /2 » €ntdo a TDF de x(n) sera dada por:

(N/2)-1 (N/2)-1

X(k) =D XMWY, + Wy " x@m+ W, (6)
m=0 m=0
X (k) = G(K) +WEH (k) (M

Observe que cada termo da equacdo (6 ou 7) ¢ uma TDF de N/2 pontos das sequéncias pares e
impares de x(n). Embora k =0,1,..., N-1, cada termo da soma em (6) necessita ser calculado somente para
k =0,1,..., (N/2)-1, pois G(k) e H(k) sdo perioddicas e com periodo N/2. Apos as TDFs, G(k) e H(k), terem
sido calculadas a TDF, X(k), de x(n) é calculada de acordo com a equagdo (7). Este procedimento pode
ser melhor visualizado com o auxilio do diagrama de fluxo mostrado na figura A-2.1, que mostra estes
calculos para uma TDF de 8 pontos.
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TDF
x(4) | N/2PTOS.

x(0) &— ﬁ X(0)
X(2) &— X(1)

L
X(6) e—— X(3)

x(1) e——

TDF
x(5) —— N/2 PTOS.

¢ i i * X(6)
x(7) &—— X(7)

Figura A-2.1: Grafico de fluxo para uma TDF de 8 pontos dividida em duas TDFs de 4 pontos.

¢ » X(4)
x(1) ¢ -? \\\“ X(5)

Anteriormente ja foi observado que para uma TDF de N pontos o nimero necessario de
multiplicagdes e adigdes complexas era de aproximadamente N°. Como a equagdo (6) requer a
computagio de duas TDFs de N/2 pontos, entdo elas necessitam de 2(N/2)* multiplicagdes complexas e
aproximadamente 2(N/2)? adi¢des complexas, e como ainda, estas duas TDFs sdo somadas (veja equagio
(6)) e requerem N multiplicagdes complexas por (Wy)* e N adi¢des complexas, consequentemente tem-se
um total de N + 2(N/2)? multiplicagdes e adigdes complexas. E facil verificar que N + N%/2 < N2. Portanto
esta decomposi¢do em duas TDFs reduz o numero de operagdes envolvidas; ¢ assim pode-se esperar que
se as duas TDFs de N/2 pontos forem decompostas novamente pode-se reduzir ainda mais o numero de
operagdes envolvidas, como serd visto a seguir.

Como N/2 ¢ par, pois N = 2, pode-se entdo decompor novamente G(k) e H(k) na equagdo (7) em
duas novas TDFs de N/4 pontos cada uma. Assim:

(N/2)-1 (N/4)-1 (N/4)-1

Gy = Y gmWil, = > g@hWik+ Y gl +Hw " ®
m=0 1=0 1=0

(N/4)-1 (N/4)-1
G(k) = zg(zl)wl\llkM W2 Zg(ZI + W4 ®
1=0 1=0

Do mesmo modo para H(k) tem-se:

(N/4)-1 (N/4)-1

H(k)= > W, + Wi Y hel+ DWW, (10)
1=0 1=0

Estes calculos s@o executados como ¢ ilustrado pelo diagrama da figura A-2.2 para N = 8. Neste caso
a TDF com 8 pontos é decompostas em quatro sequéncias de N/4 = 2 pontos. Note que Wy = (Wyp)® =
(W™
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x(4) N/4 PTOS . /

x(2) ><><\
X(6) N/I ]I?"ll:“OS / \.\

x(1) #—— TDF .

<G) N/4 PTOS T~/

X(S) ] TDF :/\:/
x(7) e N/4 PTOS

Figura A-2.2: Grafico de fluxo da decomposicdo das TDFs de N/2 pontos em TDFs de N/4 pontos.

X(0)
X(1)
X(2)
X3)

X4
X(5)
X(6)
X(7)
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Para o exemplo de uma TDF de 8 pontos, o préximo passo ¢ decompor as TDFs de N/4 pontos em
TDFs de 2 pontos. A figura A-2.3 ilustra este calculo para x(0) e x(4). Esta é operacdo basica deste
algoritmo, pois néo se pode decompd-la em valores menores. Ela ¢ chamada de computagdo in place, e

por causa da forma do grafico ela é conhecida como butterfly.

x(0)

(Wy)’=1

x(4) N2
Wo=(Wyn) " =-1

Figura A-2.3: Grafico de fluxo para uma TDF de 2 pontos (Computagéo in place).

Assim o esquema completo para o calculo de uma TDF de 8 pontos ¢ mostrado na figura A-2.4,

abaixo.

x(0) - -

) e———

). PN
XX((;) e

NN

x(4)

G
o —

) ><'/\/

X(0)
X(1)
X(2)
X(3)

X(4)
X(3)

\\: X(6)

* X(7)

Figura A-2.4: Grafico de fluxo completo para uma TDF de 8 pontos.

Para o caso mais geral, onde N = 2" tal que v>3, proceder-se-ia do mesmo modo que o exemplo
acima, decompondo as TDFs de N/4 em N/8 pontos e assim por diante até se chegar em transformadas de

2 pontos.

Observe que este procedimento requer v = logy(N) estagios de computacdo. Quando os estagios de
transformadas de N/2 pontos sdo decompostos em transformadas de N/4 pontos, o fator (N/2)* é
decomposto em N/2 + 2(N/4)%, entdo a decomposigdo total requererda N + N + 4(N/4)* multiplicagdes e
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adi¢des complexas. Como N = 2V entdo o numero total de multiplicagdes e adi¢des complexas sera
reduzido para Nlog,(N).

A redu¢@o no numero de calculos pode ser melhor verificada através de um exemplo. Admita que se
tem uma TDF com 1024 pontos, isto é, v = 10. Neste caso os niumeros de operagdes para o calculo da
TDF convencional e para a FFT serdo:

—  Caélculo convencional da TDF: N? = 22° = 1.048.576 ~ 10°
—  Parao algoritmo acima: Nlog,(N) = 1024log,(1024) = 10.240 ~ 10*

Portanto, comparando os dois processos de calculo verifica-se que ocorre uma redugdo no numero de

operagdes em aproximadamente 100 vezes; o que mostra a eficiéncia deste algoritmo.
Computacéo in place.

O numero de operacdes pode ser reduzido ainda mais, se forem exploradas as propriedades de
simetria e periodicidade dos coeficientes Wy.

Observe que a figura A-2.4 ¢ constituida de ramos que representam o mesmo calculo. E cada estagio de
computagdo transforma N numeros complexos em outro conjunto de N niimeros complexos e este
processo ¢ repetido v = logy(N) vezes.

Seja Xiy(1), onde 1 = 0,1,....N-1 e m = 0,1,...,v. A sequéncia resultante no estdgio m, tal que para m =
0, isto ¢, para a sequéncia de entrada tem-se:

X,(0) = x(0)
Xo(1) = x(4)
XO(Z; = x%Z)
Xo(3) = x(6)
Xo(4) = x(1) an
Xo(5) = x(5)
Xi(6) = x(3)
Xo(7) = x(7)

Utilizando esta notagao pode-se ver que a computacdo basica da figura A-2.4 ¢:

X(p)=X(p)+Wy X(9)

m+1 m
(12)
X(q)=X(p)+Wy™"2 X (a)
m+1 m m
como: Wy'/? =e717 = 1, entdio:
X(p)=X(p)+Wy X(a)
m+1 m m
(13)

X (g) =X (p)-Wy X ()

m+1

Portanto, o calculo da equagdo (12) é ainda mais simplificado pela equagdo (13). A figura A-2.5,
abaixo, mostra que agora a butterfly requer somente uma multiplicagdo complexa por (Wy)" em vez de
duas.
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Xm(p) *— . Xmﬂ (p)

Xm(q) . Xmﬂ(CI)
(Wn) -1

Figura A-2.5: Grafico de fluxo de uma butterfly otimizada.
A equacdo (13) e a figura A-2.5 acima, mostra a otimiza¢do no niimero de operagdes de uma
butterfly. Como existem no total N/2 butterflies por estagio de calculos e logy(N) estagios, entdo o

namero total de multiplicagdes complexas requeridas por este algoritmo sera igual a (N/2)logy(N).

O grafico de fluxo que descreve este algoritmo € mostrado na figura A-2.6.

X0) X(0)
X+ . X(1)
X2)* ‘-; ;‘ ><><:/ X2
X(3)

XQ3)

EX@

* X(O)

i

Figura A-2.6. Grafico de fluxo final do algoritmo de decimagdo no tempo para uma TDF de 8 pontos.

Reversao dos Bits

Como visto anteriormente os dados de entrada devem ser colocados ou armazenados em uma ordem
ndo sequencial. E facil de se observar que eles sdo armazenados na ordem de bits revertidos. Esta
propriedade é melhor observada na equagdo abaixo.

X0(0) = Xo(000) = x(0) =x(000)
Xo(1) =Xo(001) = x(4)=x(100)
Xo(2) =Xo(010) = x(2)=x(010)
Xo(3) =Xo(011) = x(6)=x(110)
Xo(4) =Xo(100) = x(1)=x(001) (15)
Xo(5) =Xo(101) = x(5)=x(101)
Xo(6) = Xo(110) = x(3)=x(011)
Xo(7) =Xo(111) = x(7)=x(111)
Xo(par) = x(rgp)
Assim, se (rqp) € a representagdo bindria do indice n de x(n), entdo a posi¢do de armazenamento de

x(n) para iniciar o calculo da TDF seré (pqr), isto €, na ordem reversa dos bits. Esta observagao facilita a
constru¢do de um algoritmo para armazenamento de x(n) no inicio.
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Finalizando, uma comparagdo entre as equacdes (1) e (2) revelam que elas diferem somente por um
fator multiplicativo (1/N) e pelo sinal dos expoentes dos coeficientes Wy. Assim, este algoritmo serve
também para se calcular a TDF inversa de x(n).

3.  Programaem Linguagem C

Funcédo desenvolvida em linguagem C (2.0) para o algoritmo de transformada rapida de Fourier de
decimagdo no tempo, desenvolvido acima.

/3 3 e e st sk sk st st st sk st she st sk e st st sk s sk stesk s e stesie s ke st st st steskeosk st stestesieste ke sttt stk skokokoskokokokoskokokokok

* Transformada Répida de Fourier
* SN ->-1: dft direta
* 1: dft inversa

*N  ->Nro de pontos da dft (potencia de 2)
*sgn -> Sinal de entrada
* fft -> Retorna a dft: 0...N-1 -> parte real

* N...2N-1 -> parte imaginaria
%

¥ ¥ ¥ % ¥ x ¥ g %

* Marcelo Basilio Joaquim
kol ko ok ok ook ok kol ol ok ok sk kol ok ok kol ok ok stk ok okl ok ok ook ok ok /

float *fft(int SN,int N, float *sgn)

{

int NI, nd2, i, i1, 12, ip, it, j, k;

float *dft, re, im, tr, ti, ur, ui, wr, wi, arg;
dft = (float *) malloc((N+N)*sizeof{(float));

NI =10g(N)/0.693147;
nd2 =N/2;

/* Reversao dos bits */

j=0;
for(i=1;i<N;i++)
{
if(i<=j) {
dft[j] = *(sgnt+i);
dft[j+N] = *(sgn+i+N);
dft[i] = *(sgntj);
dft[i+N] = *(sgn+j+N);
}
k =nd2;
while((k<=))&&(k>0)) {
j=i-k
k=k/2;
§
j=itk

} /* final da reversao dos bits */
/* Algoritmo decimacao no tempo */

i1 =1;
for(it=1;it<=NIL;it++)
{
i2=1l;
il =2%il;
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ur = 1.0;

ui=0.0;

arg = 3.141592654/2;

wr = cos(arg);

wi = SN*sin(arg);

for(j=0j<i2;j++)

{i=];
do {ip=1i+i2;

re = dft[ip]*ur - dft[ip+N]*ui;
im = dft[ip+N]*ur + dft[ip]*ui;
dft[ip] = dft[i] - re;
dft[ip+N] = dft[i+N] - im;
dft[i] = dft[i] + re;
dft[i+N] = dft[i+N] + im;

i=i+il;
} while(i<N);
tr=ur;
ti = ui;

ur = tr*wr - ti*wi;
ui = ti*wr + tr¥wi,

/* Divide a ifft por N */

if(SN == 1) for(i=0;i<N+N;i++) dft[i] /= N;
return (dft);

} /* final da funcao fft */
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Apéndice A-3

Férmulas e Tabelas

1. ExpressOes para algumas séries de poténcias

N-1 1-aN
n sea=l
a =q1-a
n=0 N sea=1
k
2 0 akl_aszrl
a =— sea=l
n=k I1-a
- 1
Za“:— selal <1
- 1-a
n=0

k

Za” :la_ sela <1

a

N-1 N+1 N
n=0
Zna” :(l—a2 selal <1
n=0

2. Expansao em séries de poténcias

0
e =2,

k=0 k!

| P
=

—0 < X<
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2 3
ax=ex'”(a):1+xln(a)+(X|n(a)) +(x|n(a)) om0 <X <0
2! 23
K+1
In(1+x)=x—lx2+lx3—lx4+--~+_(l) X ¥ <1
2 3 4 k
3 5
In(X):2 X_l-i-l[x_l} +1(X_IJ 4o |X|>0
Xx+1 3{x+1 S5\x+1
2 3
|n(x):X_—1+l[X_—1J +1[x_—1] b P2t
X 2\ X 30 X 2
3 5 7
sen(x)zx—x—+x——x—+~~ —w<X<o©
3! 5171
2 4 6
cos(x):l—X—+X——X—+--- —0< X <0
21 41 6l

3. Algumas janelas utilizadas em projetos de filtros FIR

Largura Pico relativo Atenuacdo

Janela da do Lébulo Banda de Equagdo da janela [w(n)]

transicdo lateral (dB) parada n=01.. N1
Retangular ~ 0.9/N -13 21 1
2mn
Hanning 3.1/N -31 44 0.5-0.5 COS(LJ
N -1
. 27N
Hamming 3.3/N -41 53 0.54 - 0.46co0s
Blackman 5.5/N -57 74 0.42-0.5 COS( 27 J +0.08 COS( 47 j
N -1 N -1

4. Tabela de pares de transformadas de Fourier para sequéncias

x(n) = L jE X(ejw)ejwndw

21 2,

X(ejw)= ZOO:X((n)e‘jWn

N=—ow



Sequéncia

Transformada de Fourier

a"u(n) :fal<1

u(n)

n
r"senw, (n + l)u(n)

: |r| <1
Senw,
senw,n
7in
I, 0<n<M
x(n) = y
0, caso contrario

1
efjwnd
1
1—ae ™
1 00
— 7y 3w+ 27nk)
1-e ¥ k;n

1
I-rcoswye ™ +r’e "

{1, W] < w,

0, Wy<w<n
senwM /2 e,jW(M -1)/2
senw/ 2

2n ZS(W —w, +27k)

k=-c0
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5. Tabela de pares de transformada z

n=—o0
x(n) X(2) Regido de convergéncia
8(n) 1 zeC
u(n) : = > 1
-2
N 1
a"u(n) g 2| > [a]
az™!
nau(n) Ca? o>
Z—l
nu(n) |z > 1

iz
vu() (%1—)) 4>
1

e®u(n 7| >e?
o — :
1— -1
cos(wyn)u(n) cos(wy ) |z| > 1
1-2cos(wg )z +272
-1
sen(w,nu(n) sen(wy ) |z| > 1

1-2cos(wp )z +272
1-e? cos(w, )z
a" cos(wynu(n 2| >1a
(wyni(n) 1-2e? cos(w, )z +e%z72 4>
e? cos(w, )z

a"sen(wyn)u(n 7| > |a
sen(wyni(n) 1-2e? cos(w, )z +e%z72 4>

Lup-) m( ! J 2] >1

n 1-z7"




