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Parte 1:

Aprendendo a trabalhar com fracoes parciais

Para trabalhar com fragoes parciais em Matlab, vocé tem que conhecer o funcionamento das seguintes
fungoes: roots, poly e residue. Os pontos abaixo ilustram o funcionamento destas trés fungoes de
modo pratico.

» Ponto 1: encontrando as raizes de um polinémio.

A funcdo roots deve ser empregada para encontrar as raizes de um polinémio qualquer. Veja os
exemplos:

a) Célculo das raizes do polindmio 1s% +3s+ 2 (ver linhas 2 e 3 do cédigo 1.1)
b) Célculo das rafzes do polindmio 1s3 + 2s2 + 5s (ver linhas 4 e 5 do c6digo 1.1)

Codigo 1.1 - Célculo das raizes de um polinémio qualquer.

clc; clear; %limpa as varidveis do ambiente e a tela do prompt
coeficientesl = [1 3 2];

roots (coeficientesl)

coeficientes2 = [1 2 5 0];

roots (coeficientes2)

g W N

Pelos resultados, observamos que as raizes do primeiro polinémio sdo -2 e -1 e 0, -14+2i e -1 -2i
para o Segundo polindémio.

Observe também que todos os coeficientes de um polindmio, inclusive os nulos, devem ser
inseridos na funcao. Por exemplo, o polindmio 3s® - 1s + 5 corresponde ao cédigo roots ([3 0 -
1 51).

Existe também a fungdo que faz o contrario da roots: ou seja, ela recebe as raizes do polindémio

e determina os indices daquele polindomio. Observe os dois exemplos e o correspondente codigo 1.2.

a) Identifique qual é o polindémio que tem as raizes -2 e -1 (ver linhas 2 e 3 do cédigo 1.2)

b) Identifique qual é o polinémio que tem as raizes -1; 2+3ie 2-3i (ver linhas 2 e 3 do c6digo 1.2)

Cédigo 1.2 - Célculo das raizes de um polindmio qualquer.

1 clc; clear; %limpa as varidveis do ambiente e a tela do prompt
2 raizesl = [-2 -1];

3 poly(raizesl)

4 raizes2 = [-1 2431 2-3i];

5 poly(raizes2)

O resultado é “ans = 1 3 2”7 que equivale a 1s2+3s+2 e “ans =1 -3 9 13”7 que equivale a
153 — 352+ 95+ 13

» Ponto 2: decompondo em fragoes parciais

A decomposicdo de uma dada razdo polinomial em fragdes parciais é feita usando a funcéo residue.
Para isto considere os trés exemplos:
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a) 2
152+3s+2
2

) 1s3+4552+8s5+4
3

c) —=
) s34252+5s

Codigo 1.1 - Célculo das raizes de um polinémio qualquer.
1 clc; clear; %$limpa as varidveis do ambiente e a tela do prompt
2 numl = [2];

3 denl = [1 3 2];

4 [n, r, c] = residue(numl, denl)
5 num2 = [2];

6 den2 = [1 5 8 4];

7 [n, r, c] = residue(num2, den2)
8 num3 = [3];

9 den3 = [1 2 5 0];

10 [n, r, c] = residue(num3, den3)

O resultado dea) é n=-2 2 r=-2 -1 ec = [0] o que implica dizer que:
T S

1s2+3s+2 (s=(=2)) (s—(-1)

O resultadode b) é n=-2 -2 2 r=-2 -2 -1 ec = [0] o que implica dizer que:
2 ks k, k, -2 -2 2
3 2 = 2t + = 2t +
Is? 4552 +8s+4  (5-(-2))° (-(2) (-CD) (s-(-2)° --2) (-D)

O resultado de c¢) é n = -0.340.15i; -0.3-0.15i; 0.6 r = -1+2i; -1-2i e 0 e ¢ = [0] 0 que implica dizer
que:

3 —0.3 + 0.15i —0.3 - 0.15¢ 0.6

= + +
s34+ 252+ 5s (s-(-1+2)) (s-(-1-20)) s

Observe que os 3 exemplos anteriores sdo os mesmos exemplos que sdo ilustrados em nosso livro texto.
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Parte 2:

Uso de funcgoes simbdlicas para resolver Laplace

O uso de fungdes simbodlicas é um poderoso recurso do Matlab que podem ajudar na analise de fung¢oes no
dominio s. Os préximos pontos ilustram isto.

» Ponto 1: calculo de transformada de Laplace usando fun¢oes simbdlicas

Para resolver Laplace, crie a expressdo f da equagdo e as varidaveis dependentes usando o termo
‘syms’ conforme exemplo do cédigo 2.1.

Codigo 2.1 - Célculo da transformada de Laplace de forma simbdlica

1 clear; clc;

2 syms t

3 f = 8*t"2*%cos (3*t+ pi/4);
4 laplace (f)

O resultado é

6 24s? 65 8s3
4+/2 — — 442 —
(s2+9)?2 (s2+9)3 (s2+9)? (s2+9)3
Observe que o resultado ndo é o mais simplificado possivel e é relativamente comum aparecer termos

longos. Mesmo assim, é um importante recursos para resolucao de equagoes de Laplace.

Ponto 2: calculo da transformada inversa usando fungées simbéicas

E também possivel aplicar a transformada inversa de Laplace a um funcdo no dominio s conforme se
observa no codigo 2.2

Cédigo 2.2 - Célculo da transformada inversa de Laplace de forma simbélica
1 clear; clc;

2 syms s

3 C = 1/(s*(s+2))

4 C = ilaplace(C)

O resultado é 1/2 - exp(-2*t)/2 que equivale a:
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Parte 3:

Emprego de Laplace: exemplos e interpretacoes

Esta parte tem a funcdo de ilustrar algumas das aplicacoes da transformada de Laplace. Ainda, sdo feitas
algumas importantes interpretacées com o objetivo do estudante entender a importancia desta poderosa

informacao.
» Ponto 1: Laplace para modelam de circuitos com Amp. Op.

Considere o circuito da Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Circuito eletronico envolvendo um Amp. Op.

Se aplicarmos a modelagem de Laplace, a expressio abaixo indica a fung¢do de transferéncia do

circuito.

(1)

A partir desta expressdo, podemos usar algumas funcoes do Matlab para entender o que esta
expressao no dominio ‘s’ pode dizer sobre o comportamento deste circuito. Para isto, considere o
c6digo 3.1. Este cddigo mostro como é a topologia da superficie ‘s’ correspondente a fungdo H(s).

Neste caso, s=x+yi e x e y foram ‘varridos’ no intervalo de -4 a 4 com incrementos de 0.05.

Cddigo 3.1 — Cédigo para avaliar a fungdo transferéncia do circuito da Figura 3.1

1 clear; clc; close all;

2 num = —-[0.2 -2];

3 den = [1 2];

4 [x, y] = meshgrid(-4:0.05:4);

5 z = X+y*j;

6 res = (polyval(num, z))./(polyval(den,z));

7 surf (x,y, abs(res)); xlabel('real'); ylabel('imag'); zlabel ('H'");

Se consideramos que s=0+yi, ou seja, desconsideramos a parte real, lembrando que y=2nf. Assim, se
adicionarmos ao c6digo anterior as linhas 8 e 9 conforme mostra o cédigo 3.2, teremos como saida o
grafico da Figura 3.2.

Cddigo 3.2 — Cddigo para gerar a resposta em frequéncia do circuito.

figure;
[ampli, freque] = fregs(num,den);
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| 10 | plot (freque./ (2*pi), abs (ampli))
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Figura 3.2 — Resposta em frequéncia da Equagdo (1). O eixo horizontal, por ter sido dividido por 2m (ver linha 10 do
c6digo), estd em Hertz. O eixo vertical indica a magnitude e é adimensional.

Agora para tentar entender o que isto significa, vocé deve considerar os seguintes casos:

a) Inserir no circuito da Figura 3.1 um sinal ‘puro’ cuja frequéncia seja de 0,2Hz
b) Inserir no circuito da Figura 3.1 um sinal ‘puro’ cuja frequéncia seja de 0,6Hz
¢) Inserir no circuito da Figura 3.1 um sinal ‘puro’ cuja frequéncia seja de 1,4Hz
d) Inserir no circuito da Figura 3.1 um sinal ‘puro’ cuja frequéncia seja de 10Hz.

Para descobrir a saida, temos que fazer:

Y(s) = H(s).X(s)

Temos a expressdo para a fungdo transferéncia H(s) que é dada pela Equacio (1). Assim, devemos
pegar os sinais de entrada x(t) e converté-los em X(s). Ao final, temos que fazer s=0+2nfi e achar o
modulo de Y(s) para este valor. Ele deve ser similar ao mostrado no grafico da Figura 3.2 para o valor

especifico de f.
Ponto 2: Laplace para modelam de sistemas mecéanicos

Considere que um sistema de mola e amortecedor de um carro podem ser esquematicamente

representados pelo modelo da Figura 3.3.

J._l "

b

Figura 3.3 — Modelo mecénico para amortecimento de um veiculo.

Se aplicarmos a modelagem de Laplace, a expressdo abaixo indica a funcdo de transferéncia do
sistema de amortecimento de impacto designado pela forca F. Este impacto causa um deslocamento
Xo no veiculo que deve ser o menor possivel e deve decrementar com o tempo absorvendo a energia do

impacto sem tirar a estabilidade do veiculo.
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Xo(s) 1

H)=F) “Ms2+bs + k @

Considere que para este projeto, foram designados os pardmetros M = 800kg, b=40N-s/m e k=50N/m.
Como este sistema se comporta em caso de um impacto de forca de 1N?

Para avaliar isto, teremos que ver o que acontece com o sistema (sua oscilagio X,) quando o
sistema é submetido a este impacto. Neste exemplo, vamos considerar que o impacto tem a forma de
uma funcdo 6, tal que F= 6(t). Desta forma, sabendo que a fungdo &§(t) é no dominio de Laplace
equivalente a 1 (ver tabelada), teremos:

XO = H(S)F(S) =m1
k k, (3)
+
(s=p1) (s—p2)
Considerando os valores de M, b e k, teremos as fragoes parciais:

—0.0025i . 0.0025i
(s +0.025 — 0.24875) ' (s + 0.025 + 0.2487i)

Xo(s) =

Xo(s) =

Se aplicarmos a transformada inversa de Laplace, pela tabelada, teremos:
Xo(t) = —0.0025i. e[(+0.025—0.24-87i).t] +0.0025i. e[(+0.025+0.24-87i).t]

Esta expressdo indica como o sistema ird se comportar no tempo considerando um impacto como o

especificado anteriormente. Se plotarmos esta expressdo no tempo veremos o grafico:
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Figura 3.4 — Comportamento do sistema de amortecimento para M = 800kg, b=40N-s/m e k=50N/m considerando um
impacto de 1N no formado de uma funcdo impulsiva. Eixo horizontal representando tempo (dado em segundos) e vertical
representando o deslocamento (em metros).

O Cobdigo 3.3 ilustra as instrugdes em Matlab usadas para gerar o grafico Figura 3.4.

Cédigo 3.3 — Codigo usado para mostrar o comportamento da fung&o de amortecimento no tempo.
clear; clc; close all;

M 800;

b 40;

k = 50;

num = [1];

den = [M b k];

[r,p, k] = residue(num, den)

t=0:0.01:100;

sistema = r(l)*exp(-p(l)*t) + r(2)*exp(-p(2)*t);
0 plot((sistema))
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