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Introducao

e Vantagens analise por frequéncia

operacdes de convolucgao.

Equacgdes diferenciais e de diferengas e :

Operacdes algébricas

(Dominio do tempo)

(Dominio da frequéncia)

V4

Filtragem seletiva em frequéncia

E visualizada de forma simples e imediata

no dominio da frequéncia.

 TF representada como magnitude e fase em tempo discreto e continuo

X (jo)=|X (jw)e’ V"

— Para sistemas:

X(ej“’)z ‘X(ej“’XeMX(ejw)

Y(jo)= H(jo)X (jo) e | ¥(jo)=|H(jo)X(jo)

Y(ej“’): H(ej“’)X(ej“’)

Y (jw)=2H(jw)+ LX(Zja))
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Fase de um sinal/sistema

« As relacoes de fase possuem um efeito significativo sobre a natureza do
sinal x(t).

« Dependendo de qual seja a funcao dessa fase, pode-se obter sinais de

aparéncia muito diferente, mesmo que a funcdao de magnitude permaneca
inalterada.

- Exemplo: «x( 1+ cos (27 + ¢, )+ cos(4m + ¢, +§cos(67zt+¢3)

A’\nn/\nn/\f\ﬂ’\r\f\’\(\ I::> (@) 1 = p,=¢5 = 0.
[> (b) ¢, = 4 rad,
¢, = 8 rad,

(b) ‘

¢s = 12 rad.

|:> (C) 6, = 6 rad,

¢, = -2,7 rad,

. : ¢, = 0,93 rad.

NN N N N

ATNATNATNATNATS
t

0 _. ) ¢3 =-7,02 rad.




 |H(f)| = “Ganho” do sistema (ponderacao da
magnitude)

« <X(jw) = deslocamento de fase

 Fase linear
— Exemplo: ‘H(]C())‘Zl, LH(j(()):—(()l‘O
)’(t):x(t_to)

« Fase nao-linear

v. as componentes exponenciais complexas da entrada serao deslocadas
resultando em uma mudancga nas fases relativas.

v' O sinal obtido pode ser consideravelmente diferente do sinal de entrada.

_



v Exemplo: considere um sinal x(t) que é aplicado a sistemas com fase linear e nac
linear mas todos com |H(jw)|=1:

Entrada x(t) Fase linear: ver y(t) considerando H, (jw) = e-iwno

@ b)

Fase ndo-linear; y(t) considerando £, (]a)) = ¢/4H2i0)

© @



v Exemplo no caso discreto: considere um sinal x(n) que é aplicado a sistemas corr
fase linear e nao linear mas todos com |H(jw)]|=1:

| Sinal x[n]
..I . I.............._._._._. Sistema fase nao-linear
(a) g
Sistema fase linear com ‘inclinagao’ de 5 ‘ ‘ ‘ ‘ I ]
[ ]
—oy 0 o I"T""Q!..
| ;
L ‘°’
N —.— ® o o 00000000029 . ~ .
0 5 ; Sistema fase nao-linear
(b)

e S.HHHHHHH
; 1“ '

(d)



Representacao gréfica
 Representacao em escala logaritmica

10.000 (ou 10%) 100
, , 1.000 (ou 103) ~316
-Z_ 100 (ou 10?) 10
Zoom’ nos detalhes ey ldluloh 10
B ~4 (ou~2") ~2
BEREE ~2(ou~2 ~ 1.4
| o0 | 1 1
—> EEREE ~0.5 (oun2?) ~0.7
20 IOglO (X) P ~0.25 (ou ~2Y) ~0.5
Decibéis (dB | 10 0.1 0.316
(dB) — 0 01
D 0.001 0.0316
T 0.0001 0.01
‘ Linear-scale window magnitude respcnses IW(mj)l l Logarithmic-scale window magmtuda mspmsas. IW [rn}l in dE
e ' ' 0 Rectangular (dotted)
: .‘,‘____,_ Rectangular (dotted) 0 Hanning (solid)
] V! Triangular (dashed)
: - .20_ : L] . R - -
06l .-' Ha_rn_mlng (dash-dot) .
[ -304 o -
X Triangular {dashed} -
0.4} -
'40 - B |:
. Hannlnq [suhd} :
0.2F A Pgattr S 50k -
" w LLLY ] - LT :
a . L - .. W
0 il e 60 . . T
fgN 26N dtgMN Freq fgN 26/ 4f/N q



— Facilitacao de calculos
Y(jw)=H(jw)X(jo)
log‘Y(ja))‘ = log‘H(ja))‘ + log‘X(ja))‘

— Diagramas de Bode

LH(jw) em funcao de log;o(w)

{Graflcos de 20logyo|H (jw) e}::>[Diagramas de BodeJ
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= 0dB

20 logyg |Hijo)
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10 100 1.000 10 700 7.000
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Propriedade no dominio do tempo dos

filtros ideias

Tempo continuo: Tempo discreto:
1 ‘a)(ga) H( ja))_ 1 ‘a)(ﬁa)c
H(jw)= c "0 a<ldsr
0 |of>w c =
c —
Esses filtros possuem:
v Pefeita seletividade em
frequéncia.
v Fase nula (sem distorcao).

—we we w

L Hjw)=—aw

—27 - —We we iy 2




Tempo continuo:

[h(t) _ sen wcz}
Tt

R e

hit)

“e
T

Tempo discreto:

hin]

[h[n] _ sen a)an »
in
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* Acréscimo fase (linear) ao filtro

* Observacao:
— SO sistemas causais

hin] =0 para n<0 e h(t)=0 para t<O0

12
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R
* Dificuldade em implementar filtros ideias

— Limites de tolerancia:

|H(jw)|
1+9,4 —
_'*f "'“
P g |
P I
| * [
I - I
| . |
Bandade ! Transicao ! Banda de rejeigao
passagem ! * |
[ %
| + |
8 | | #4
2 : I“‘h——"---"" g w1 =
0 Wy, Wy w
W, - Frequéncia da banda de passagem
W, - Frequéncia de corte (ou limite) da banda de rejeicao
[w,, w] = Banda de Transicao
5, -2 Desvio permitido na faixa de passagem
5, - Desvio permitido na faixa de rejeicao
W, - Frequéncia de corte (-3dB )

13
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R
* Pode haver também algumas especificacdes no

dominio do tempo para o filtro:

I/’ A//)
| l +1%
| / ! \ T Lo
0.9 £ \4—'-/ ___________ T I
0.1
’
Iy
21w,

t, — Tempo de subida: intervalo no qual a resposta ao degrau eleva-se até alcancar seu valor final.
A/Mp —> Sobressinal em relacdo ao valor final da resposta ao degrau

w, > Frequéncia de oscilacdo amortecida

t N Tempo de acomodacdo: tempo necessario para a resposta ao degrau permanecer dentro de

uma tolerancia especificada dentro do seu valor final.

1 —
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* Exemplo:

1.2

08

06

04 r

02 r

Magnitude da resposta em frequéncia

0,9 -

0,8

0,7

0,6 |

0,5

0,4 |-

0,3

0,2

01 -

‘.‘ .— Filtro eliptico
1
]
1
|

1
1
1
1
]
1
L]
1
1
)
L)

e Filtro Butterworth

v" Ondulacao na banda de passagem =

0,05

Ondulacao na banda de rejeicao =
0,05

Banda de transicao: Regiao em torno
da frequéncia de corte (500Hz) em
que |H(jw)| nem esta dentro da faixa
de 0,05 da magnitude unitaria, nem
dentro da faixa de 0,05 da magnitude
zero.

800 1.000 1.200 1.400 1.600
Frequéncia (Hz)

600

Filtro eliptico

Filtro Butterworth

6 8 10 12 14 16 18
Tempo (ms)

1.800 2.000

Preco pago pela banda de

transicao estreita do filtro eliptico

4

A oscilacdo na resposta ao
degrau € mais proeminente.

15
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Sistemas de 12 e 22 ordem de tempo

continuo

e 12 ordem
— EDO usual:

4y (t” ——

T

— Sistemas de ordem mais elevada: combinacao de sistemas de ordem
menor (uma ou duas)

h(t)

1
H(jw)=— h(t) =—e”"u(?)

16




A resposta ao degrau do sistema é:

s(t) = h(t)*u(t) =[1—e " Tu()

T t

Parametro T = Constante de tempo do sistema (controla a taxa
em que o sistema de primeira ordem responde)

Por exemplo, em t =T:
* h(t) atinge 1 /e do seu valorem t = 0;
- s(t) esta a 1 /e do seu valor final.

Portanto, a medida que 7 é diminuido, a resposta ao impulso cai
mais bruscamente e o tempo de subida da resposta ao degrau
@ torna-se mais curto (sobe mais rapidamente para seu valor final). i,



H(jw)=

_1 —t/tT
T o+l h(t) —;e u(t)

* Resposta em frequéncia
— Diagrama de Bode j> =20log . |H (jo)

_ 2
B =—10log,, [(@r)” +1]
3 dB
= 0dB ———L Aproximagdo — —_
S < kbt P lw=1/7 —>Mag =-3dB}
3‘? -20 |
=
—-40 | . 0, para w<<l/t
20log, |H(jw) =
—20log,, @—20log,,z para w>>1/7
—60 :
01/r i/ 10/ 100/7
Lo?
Tr/d
0 Aproximacao
= assintotica
$ . o
) Relagdo tempo-frequéncia € inversa:
- v Se diminuir ‘T diminui tempo subida
v Porém alargamos w,
—3m/4 | | ] |
01/r 1/ 10/ 100/
Lt

18
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22 ordem
— EDO usual:

— Exem pIO: " > y(1) (deslocamento)

VVVvV Massa

m
Amortééedor b O O

- X(t) (fOrca aplicada)

_ dy(t)
" —x(t)—ky(t)—b%

jdy_(t){ﬁjy(t):ix(f)

m

19




— Resposta em frequéncia deste sistema de 22 ordem é:

SN 08
i PRy P v
H(jw)= @,

(jo—c)(jo-c,)

¢, =—C(w, + o, /4’2 —1 ( =mm)p Fator de amortecimento
c,=—Cw, — w1 w, =mp Frequéncia natural ndo amortecida

20
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Paral#1,c ec Sao diferentes, e Para{=1, entdoc, = C, = -w, €
pode-se realizar uma expansao

em fragOes parciais na forma )
: [4)
jo—c, joO—c, (](()-l- a)n)
@
com M = L _
2,7 -1 A resposta ao impulso

. correspondente para o sistema é:
A resposta ao impulso

correspondente para o sistema e: h(t)= Cl)zfe_w"tu(t)

h(t)=M \eclt —e“ ulr)

Para 0<{ <1 c¢; € c; sao complexos

{eXp[j(wn 1-¢ 2)t]—eXp[—j(wn 1-¢ 2)t]}u(f)

B w e
)= N
i f/)g [Sen( V1= - )tlu(t) 21

_




— O sistema de 22 ordem tem uma resposta ao impulso com
Para 0 < ; <l comportamento oscilatério amortecido. Sistema Subamortecido

Para é’ >] mmp G €C sdo reais e negativos, e a resposta ao impulso € a diferenga

entre duas exponenciais decrescentes. Sistema Superamortecido
Para g =1 wmp 4 =0Cy Sistema Criticamente Amortecido
ht)/w ,, (=0,1
(=0,2
1r (=0,4
C=0,7
(=1
(=15
| |
1 2 ¢
Whn Wn

22



— Resposta ao degrau do sistema de 22 ordem é:

ot

s<t>=h<t>*u(t>={1+Mh }um

Para { = 1, pode-se obter

=[1—e_w" — @, te m] (7)

s(t) - Quando subamortecido: A resposta
2+ C=0,1 ao degrau apresenta sobressinal
/ (=02 (overshoot) e oscilagoes (ringing)
(= 004? « Para 7 =1: s(t) tem a resposta mais
C’C ] rapida que € possivel sem sobressinal
(=15 e, portanto, tem o menor tempo de

acomodacao.

* O valor de w, basicamente controla a
escala de tempo das respostas h(t) e

s(t).

{* w, e tradicionalmente chamado de
frequéncia natural nao
amortecida

ElaL
=E|ru_
=E|ca—

23



20

0dB

§ 20
S
z
=
8
p= -40
™
-60
-80
0
—a/4
3
T —-m/2
)v{
—3m/4

Aproximacéao
assintdtica

— Diagrama de Bode da resposta em frequéncia:

100w,

20log,,|H (j) :{

40 dB por década.

2 2
20 10g10|H(j(0)| =—10log,, 1—(2) + 4(2(£J
4]

0,
—40log,, w+40log,, ®, para w>> o,

para << @,

« A assintota de baixa frequéncia é a linha de 0 dB;
« A assintota de alta frequéncia tem uma inclinacdo de -

w, € conhecido como frequéncia de quebra/corte

Aproximagéo

assintotica

10w, 100w,

ZH(jw)=

i

|H(jw)| diminui 40 dB para cada
aumento em o de um fator 10.

|

[ 2Ulwae,)
tg (1—<w/wn>2

A aproximacao é:

ZH(jw)= —f[mglo[

2

0, w<0,lo,

0,10, <w<10w,
w=10w,

J 1} ’
n

— 7[’

24



Exemplo: obtenha o diagrama de Bode para a seguinte

resposta em frequéncia:

2-10*

H(jw)=

0dB |

_20 -

_40 -

760 -

20 log,, |H(jw)|

—80 F

7100 1 1 1
10° 10" 10? 10° 10*

|G!

(jw) +100 jw+10*

Linha sodlida: diagrama de Bode real
gerado por computador para
201logyo|H ()]

Linha tracejada: assintotas

25



Sistemas de 12 e 22 ordem de tempo
discreto

* Representacao

N M
— Tempo discreto: Y. a,yln—k]=> bxln—k]
k=0 k=0

— Frequéncia (raz3o polinémios e3v)

e 12 ordem

— Equacao padrao:

y[n]—ay[n—l]: x[n] com ‘a‘ <1

E sua resposta ao impulso é:
hln]=a"uln]

26




h[n] hin]
a= +z : 2
0 n 0 n
h{n] h{n]
1%
1 1
H=—JT ﬂ=—§

h{n] h{n]




|
* A resposta ao degrau é:

1_ an+1
S[n] = h[n]* u[n] = uln]
—d
sin] 1 s[n]
34 S —+1
ol a 4 2 a—+2
UL, e
BB 2 A 2 2 & & 2 a a o

0 n 0 5
s[n] s[n]
3 __1 3 __1
2 T 2 e
1 1

0 n 0 n

28



s[n]
7
=4 -
T8
8T e??7777171
s[n] 1 e?11
a*:+§ 7 ....
5-- 4 6“ ®
[ ]
5T [ ]
4 4+
3+ 34
21 21
1 1 l
R E
0 n 0 n

v |a| determina a taxa com que o sistema de 1@ ordem responde.
v/ Para |a| proximo de 1, essas respostas sao mais lentas.

29
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20 logyq [H(e/®)|

- a= +20dB

|
(1+a>—2acos a))l/2

()=




20 logy [H(€/)|

- 20dB

v Para a > 0, o

+-8
sistema atenua altas
frequéncias
7 X H(e'®)
“="g
v Quando a < 0, o am-3 L
sistema amplifica a=_ 1
altas frequéncias 1 m |
4 4
— T
=27 2T
_T |
4
_T |
2

©
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e 22 ordem

— Equacao modelo:

yln]-2rcosOy|n—1]+r*y|n—2]= x[n]

comO<r<leO0O<o6<m.

H(ej‘”): 1. .
1—2rcos@e’® +rie/*?

Fatorando:
H(ejw):— It —ja)]i —0Y —jo| =—) H(ejw)= A — + /B .

ll—(re )6 1—(7'8 )6 J %,ejﬁ)e]a) 7(7_8]0)6]&)

ejé’ e—je
A= , B=
2jsené@ 2jsend

Também temos que:

0 sen[(n + 1)6?] u[n]

Win=[Alre) + Blre 7"} hln] ey ] = r sen 0



Respostas ao impulso para sistemas de segunda ordem sao
mostrados a seqguir para diferentes valores de r e 0.

.r-lll1 r-;r— r-g
1 =1 ! “ g=0 1 ’m" =
0 n 0 n 0 n
7] 1 -
=3 r=% =3
1 - 1 - 1
‘ 8= Ill §=5 =3
r " -
#] n 0 ] 0 n

b |
||
=y
il
|'|,.'|.|_l.
-
il
L B S

—a
A ——
=
[}
- N B
=il
]
=
|}
e b |




-
1 gt 1‘ gl 1 guln
i [1I
0 n nj n 0

|‘r=% .I"=% . r:%
N R

[ I[ |11'L-rl|‘.l.

ﬂl[ll-' n 'llllll]]'l n i “lj‘

v' r controla taxa de decaimento de h[n]

v 0 determina a frequéncia de oscilagao.

L)
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I
* Ja aresposta ao degrau s(t):

sinf
:iﬂf zfn] 16
i = 13 - % 4 — r-% 14}
o §=0 g=0 3f o=0 121
| 10
ET o ar
1. el
1 4 i
— 21l
[ ] il (1] L 0 "
sfnj sfnf sfnf
4 4 a0
r-.a- F-E f-i
31 H-'q—# 3 -ﬂ-% 3 ﬂ_%l'
2 - 2
a n 4] ] 0 f
zfnj gfn] sfn]
4 PR 4 AL | 4t o
i ] il
3 B=5 3 f=7 3 o=3
2 2 2
| | |
NI oo | T EETTRCETRARECCECCTONER
0 i 0 P 0 P

20



sz]]]

s[nj sin] sfn]
4| r_::, 4 f_% 4} r_%
at g.:‘li_f 3 E_Q:F 3 g.ﬂgrf
2F b at
1 1 '| 1
SNttt I

1] Q fl (1] n
s[nj sfn] sfn]
4 1 4 1 4I

F-E r-E I f.a‘
I =T 3 G 3| o=
2 2 2
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20 logyo [H(e'¥)|

24 dB

+-12

X H(e!¥)
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20 logyq |H(e!®)|

+ 24 dB
- 20
- 16
- 12
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* Observacao:

— As analises anteriores se referiam a sistemas cuja

representacao é dada por:
1

Hle’® :
y[n] 2rcosHy[n 1]+r y[n 2] x[n] ¢=m) ( ) 127 cos BT 1+ 120 129

— Também é possivel a representacao:

o=+ doyln=11+ didoyln-2]= ] e Hle™)= 1

1—de 7\l —dye )
]a)
/ d, e‘”" /d e’

@ 39

— Neste caso:




Exemplo de analises

 Exemplo 1: sistema de amortecimento de
veiculo

Massa do
chassi, M

Amortecedor,
b Superficie
da estrada

Elevacao de
referéncia

A superficie da estrada pode ser pensada como uma superposicao de

v" mudancas rapidas de pequena amplitude na elevacao (alta frequéncia),
representando irregularidade da superficie da estrada.

v" mudancas graduais na elevacao (baixa frequéncia) devido a topografia
geral.

40



e
— Matematizando ...

M ) D )< ) p 2

— Na frequéncia:
k+bjw

HUo)= bk

— Se compararmos ao formato padrao:

N @+ (jw)
HUO= 0o 220, o)+ o
— Teremos:
w::—ﬁ-e Zﬁgzll

) M M

41




R
 Gera o diagrama de Bode:

20 |- ¢=0,05
S
Y-
- (=02
—QObservacoes: 5 AN
Q . Ig_, 0dB ==
- A frequencia de corte é controlada 2 1 loa (205N
por o, S
— Ou melhor: uma escolha apropriada de —0r
constante de mola k.
_40_
« Se o, diminui, a suspensao tende a wn 10,
filtrar variacdes mais suaves da Frequéncia

estrada.
— Por outro lado, o tempo de subida do
sistema aumenta, e assim o sistema sera
sentido como mais vagaroso.

s(t)

[



 Exemplo 2: filtro nao recursivo

N 1 Jol(v-h)12] senw(M+N+1)/2]

= Y 4] o)

N+M+1,= CN+M +1 sen(w/2)

Logaritmo da magnitude para M+N+1 = 33 Logaritmo da magnitude para M+N+1 = 65

0dBl 1 0dBl
i
ﬂnﬂﬂﬂ ) A
= —40 }ﬂﬁ ﬂﬂnﬂ ﬂnm M[ = —4offyy) YYYYY) YYYY -
% %
S -8 S —80
—120} —120F
' : ' - s 0 2 T
- —7/2 0 /2 T ¥
w
Maior seletividade, maior ordem! 43
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* Aplicacao filtro média movel:

400

A
350

300 ’vvr‘
250

200 ,rv-Jf\}J b\
150 ] \\f\ A ’J/

AT
100f——— 4t A~
50 ;;?
0
Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan

1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937
(=)

400

350

300 AN
/ N

/
200 N Média mével de 201 dias
N=M=100).
150 — \,\ /,/ ( )
100 N L
N

50

0 A

Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan Jan

1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 1935 1936 1937
(©)
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O filtro de média modvel corresponde a atribuir o mesmo valor 1/(N+M+1) a
todos os coeficientes.

- Exemplo: considere um filtro com N = M

= 16 e os coeficientes de filtro
escolhidos para serem

hin]

i
sen(2ﬂ1</33)’ (<32
b, =
0, k| > 32 R ;
20 T t?} T T
_OdB
sen(27m/33)’ <32 T,
hln]= m E
0, n|>32 @
Os coeficientes b, podem ser ajustados de modo = ‘?—IE’ ‘é ‘*ITs é % ; % T

que o corte esteja em uma frequéncia desejada!




* Exemplo da escolha adequada coeficientes b,:
— Meétodo de Parks-McClellan

0
)
20} =
E \
@
—4D-§
(1]
—_— o
s -—60 B
QD
= ©
L X
~ 8%
h o
€ 100} o
w e
~120FE
4]
s
~140
_160 ] 1 1 ] 1 1 1 ] 1 1 ] 1 1 1 ] 1 1 ] ]
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 Exercicios:

6.7 Um filtro passa-baixas de tempo continuo foi projetado
com uma frequénda de banda de passagem de 1.000 Hz,
uma frequéncia na banda de rejei¢ao de 1.200 Hz, on-
dulacdo na banda de passagem de 0,1 e ondulacdo na
banda de rejeicao de 0,05. Considere que a resposta ao
impulso desse filtro passa-baixas seja indicada por h(t).
Queremos converter esse filtro em um filtro passa-
-faixa com resposta ao impulso

g(t) = 2h(f)cos(4.000xt).

Supondo que |H(jw)l seja desprezivel para k> 4.000m,
responda as seguintes perguntas:

(a) Se a ondulagdo na banda de passagem para o filtro
passa-faixa estiver restrita a 0,1, quais sdo as duas
frequéncias de banda de passagem associadas ao
filtro passa-faixa?

(b) Se a ondulagdo na banda de rejeigao para o filtro
passa-faixa estiver restrita a 0,05, quais sao as duas
frequéndias de banda de rejeigdo associadas ao fil-
tro passa-faixa?
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6.11 Para cada sistema de segunda ordem cuja resposta em

frequéncia € a seguinte, especifique a aproximacao por
segmentos de reta do diagrama de Bode de magnitude:

250
(@) Topssosjwrzs
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6.12 Um sistema LIT de tempo continuo S com resposta
em frequéncia H(jw) € construido pela cascata de
dois sistemas LIT de tempo continuo com respostas
em frequéncia H (jw) e H,(jw), respectivamente.
As figuras P6.12(a) e (b) mostram as aproximacdes
por segmentos de reta dos diagramas de Bode de
magnitude de H (jw) e H(jw), respectivamente. Es-
pecifique H,(jw).

20 M1o| H-‘Ull)"

24dBf - - - - - - - — ]
20 dB/década /| 1\ —20 dB/década
I |
\k I 1
I I
6d8B . : :
| 1 I
1 8 10 40 100 o (rad/s)
20 logyg | Hijw)|
-20dB
| ~40 dB/década
I
I
|
|
Jizes A
8 10 100  w(radss)
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6.15 Para cada uma das seguintes equagbes diferendais de
segunda ordem para sistemas LIT causais e estaveis, de-
termine se a resposta ao impulso correspondente é suba-
mortecida, superamortecida ou criticamente amortecida:

(a) S22+ 420 4 4 y(0) = x(t)

(b) 520 4+ 4.4 4 5y(1) = 7x(1)

(€) <52+ 2022 + y(t) = x(1)

(d) 5EAL 4+ 420 4 5y(e) = 7x(t) + 4 40

50



