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Introducao

A AMz)| =X(e¥)

s=jm

* VVamos apresentar logo ...
X(z)= ix[n]z‘” %

Nn=—00
z-plane (z=€%)

=X(e®)

$=] W

Onde: . B9 —
JI——L s

Desta forma: =

(e 0]

X(rej” ) = x[n](rej“’ )_n

n=-—00

Exemplo: qual transf. Z do sinal kl(n) =1,.2,3,7,0,1p



« Lembrando: o que € uma transformada?

« Laplace x transformada Z
— Tempo continuo -> Laplace
— Tempo discreto -> Transformada Z

« Transformada de Fourier x transformada Z

Xre)= 3 delal e

n=—00

r=1,ou|z| =1

X(z)_. = Xx[e")

 Por que usar a transformada Z?
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e Exemplo: y(n) = 0.0605x(n) + 0.121-x(n-1) + 0.0605x(11-2)
+ 1.194-y(n-1) — 0.436+(n-2).
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* Relacao importante:

“No contorno do plano z complexo corresponde a uma circunferéncia de raio
unitario”

I

Circunferéncia P
unitaria .7 p|ano zZ
- 0]
e z=re’
\j‘i I;{‘l

* “Importante”: a transformada z de um sequéncia
tem associada a ela uma faixa de valores de z para
os quais X(z) deve convergir

— Regiao de convergéncia (RDC)

L_



Exemplos (ilustrar RDC): considere os 2 sinais abaixo considerando O
< a< 1. Calcule a transformada Z desses sinais e esboce o diagrama
de polos e zeros e a regiao de convergéncia.

x[n] = a"u[n] X[n] = -a"u[-n-1]

G Trra

Circunferéncia unitaria

plano z
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- Exemplo 2: Esboce o diagrama de polos e zeros e a regiao
de convergéncia do sinal x[n] que é a soma de duas
exponenciais reais.




 Exemplo 3: determine a localizacao dos polos e a regiao
de convergéncia para o sinal:

x|n|= =b",b>0

(a) x[n] =b"" (b) X[n]= "
1
L
D‘ "ﬂ 'l
1 0<h<1 )

afflinn, Dyl

)

S
Circunferéncia unitaria

f
/ u[n]‘—_’ IZI>b /,/”
x[n] =[b"u[n]]+[b””u[—n - 1]] { C ;

/

b u[—n—1] —=
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* Algumas propriedades da RDC: e

— Propriedade 1: A RDC de X(z) consiste em um anel no plano z centrado na
origem.

— Propriedade 2: A RDC ndo contém polos.

— Propriedade 3: Se x[n] tiver duracao finita, a RDC sera o plano z inteiro,
exceto possivelmente z=0 e/ou z=oo.

— Propriedade 4: Se x[n] for uma sequéncia lateral direita e se a circunferéncia
|z| =r, estiver na RDC, entdo todos os valores finitos de z para os quais |z| >
r, também estarao na RDC.

— Propriedade 5: Se x[n] for uma sequéncia lateral esquerda, e se a
circunferéncia |z| = ry estiver na RDC, entdo todos os valores de z para os
quais 0 < |z| < r,também estardao na RDC.

— Propriedade 6: Se x[n] for bilateral e a circunferéncia |z| = r, estiver na RDC,
entdo a RDC consistird em um anel no plano z que inclui a circunferéncia |z|

=T,
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Signal ROC
Finite-Duration Signals
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exceptz=0
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Z inversa

 Lembrando que:

X(re?) = Fixn]r™,
x[n] = r"g L X (re!)].

x|n]=r" i . X(rej"’ )ej””da)

x[n] = i . X(rej“’ Xrej”)'da)

Calculando ao longo de um contorno z = rei® na RDC e mudando variavel de
integracao: z = rel®
dz = jrel® dw = jzdw ou dw = (1/j)zldz.

v x[n] = Ziﬁi))((z)zn_ldz
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.
 Exemplo 4: Determine a transformada z inversa de
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Calculo geometrico da transf. Fourier a partir

de diagrama de polos e zeros

 Transf. Z = Transf. Fourier

 Quando |z| =1 e desde que a RDC inclua a
circunferéncia unitaria.

« Sistemas primeira ordem

h|n|=a"uln] H(z)= = : ‘z‘ > ‘a‘
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e Sistemas de segunda ordem:
1

H (Z ) = 1 2
1—-(2rcos@)z + 7’z
— )0 — )0
(b) IHE")|
(a) Irre
plano z ﬂ ﬂ
Circunferéncia unitaria
\ 10
r= 0,95

JK J{Q
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* Representacdes de sinais no plano Z
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Propriedades da Transf. Z

* 1) Linearidade
X, [n]<i> X, (Z), com RDC=R,,

e x,[n]<&> X,(z), comRDC =R,

ax, |n|+ bx, [n]é) aX,(z)+bX,(z), comRDC=R NR,,

e 2) Deslocamento no tempo
x[n](i)X(z)

x|n—n, ]<i> 2" X(z)
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]
e 3) Mudanca de escala no dominio Z

x[n];)X(z)
zonx[n]é) X(i)
Z9
— Considerando o caso z, = ¢’/

ejw(’”x[n];) X(e_j“’(’z)

(a) I (b) s

Circunferéncia unitaria plano z Circunferéncia unitaria
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e
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e 4) Convolucao
X, [n]* X, [n]<i> X, (Z)X2 (z), comRDC=R NR,,
e 5) Diferenciacao (dominio Z)

x[n]<i> X(z)

1 — .



Propriedade Sinal Transformada z RDC
xln] X(2) R
Xl Xl2) R,
Xl Xlz) R,
Linearidade axylnl + bxy[n] aXi(z) + bXlz) Pelo menos, a interseccéo de Ay e A,

Deslocamento no

R, exceto pela possivel adigdo ou

- —Iy
tempo A=y ) exclusdo da origem
Mud?pga de escala no e (1] X(e42) n
dominio-z
n z
zyx[n] X (E) LR
Versdo com mudanga de escala de A (ou
a’ x[n] Xa2) sefa, |a|A = o conjunto de pontos {||z}
para zem R)
" E Rinvertido (ou seja, A~" = o conjunto
L 1
Heflexio no tempo Al X de pontos 2™, sendo que zesta em R)
Xlrl,  n=rk
= Xylnl= ‘ Rk {ou seja, o conjunto de pontos 2K
Expansdo no tempo 0, n=rk| X(z¥) .
sendo que Z esta em f)
para algum inteiro r
Conjugacdo x¥n] X¥7%) R
Convolugdo Xq[n] % xo[n] Xiz)X%z) Pelo menos, a interseccéo de A, e
Primeira diferenca xn] - x[n—1] (1-27X(z) Pelo menos, a intersecgdo de Ae |z| > 0
1
Acumulago YL s X[K] —— X(2) Pelo menos, a interseccdo de Ae |z| > 1
leer'elnmagao no e s aX(z) n
dominio-z dz

L@)_
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RDC _

Sinal Transformada
1. 61[n] 1 Todo 7z
1
2. uln — l2|== 1
1
3. —u[—n—1] E— lz] < 1
Todo z, exceto
4. .85[n— m] = O (se m > 0)ou
oo (se m < 0)
1

5. auln] FEp— 2] > |
6 Tyl 1] — 1 <

. —a"ul—n o] |z| | x|

n oz 1

7. nax"un] 1 — oz )2 |z] > |
8. —naul—n — 1] xZ |z] < ||

: (e )5 &

1 — [cos c.u,:,]z'*1
9. [cos wygnluln] TR — wo]z_1 e |z] = 1
[sen wylz ™!
10. [sen wqn]uln] 1_ [2 cos wD]z_1 42 |z] = 1
o el T [r-ecossaglz
. [r" cos wynluln T— Prcos il rs |z]| = F
12. [ ] [r sen wylz™!
. [r sen wgnluln T — [Brcos wn]z_1—|—r22_2 bz]|is= r
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1
Caracterizacao de sistemas usando transf.

Z

e Causalidade
Para sistema causal

H(z)= gh[n]z”

nao inclui quaisquer poténcias positivas de z.

Um sistema LIT de tempo discreto € causal se e somente
se a RDC de sua funcao de sistema for o exterior de um
circulo, incluindo o infinito.

Um sistema LIT de tempo discreto com funcao de sistema H(z) racional
€ causal se e somente se:

a) a RDC for o exterior de um circulo que inclui o polo mais externo;

b) com H(z) expresso como uma razao de polindbmios em z, a ordem
do numerador nao for maior que a ordem do denominador.

21



]
Estabilidade

 “Mantra”: A estabilidade de um sistema LIT de tempo discreto
é equivalente a sua resposta ao impulso ser absolutamente
somavel.

Um sistema LIT é estavel se e somente se a RDC de sua funcao
de sistema H(z) incluir a circunferéncia unitaria |z| =

Um sistema LIT causal com funcao de sistema racional H(z) € estavel se e
somente se todos os polos de H(z) estiverem dentro do circulo unitario.

e Sistemas LIT por equacoes de diferencas lineares

ZN:aky[n_k]:ibkx[n_k] Y(Z)kZN;akZ_k ZX(Z)kﬁ;bkz‘k

Zak (2 Zb 2 X(z H(z)= 16 %
2

k=0 22
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 Exemplo 5: Considere um sistema LIT para o qual a
entrada x[n] e a saida y[n] satisfacam a equacao
abaixo. Determine h[n].

)= 3la=1]= el ol 1]
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* Representacdes em diagramas de blocos para
sistemas LIT causais discretos

wn)
ol

a(1)

a2)

a(3)

!

Delay

y(n-1)

Delay

y(n-2)

Delay

T

Feedforward calculations Feedback calculations

(6-2)

y(n) = b(0)x(n)+ b(1)x(n —1) + b(2)x(n — 2) + b(3)x(n - 3)

+a()y(n—-1)+ a(2)y(n —2) + a(3)y(n - 3).

x(n) .@ v
zt | bl0) z!
x(n-1) yn-1)
r !
x(n-2) yin-2)

b(2) a2y
v v
1 z
1 |
Xn-N) '? ?‘ yin-M)
b(N) a(M)

Y(z) = B(0)X(2) + B(1)X(2)z" + B(2)X(2)z % + ...+ B(N)X(2)z N
+a(M)Y(@)z' +a)Y(2)z 2+ ...+ aM)Y(z)zM
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Mapeamento entre planos S e Z

e Trés técnicas:
— invariancia ao impulso;
— transformacao bilinear;
— Métodos otimizados.

e 1) Invariancia ao impulso:

— Faga a transformacao:

H6)= Yt —) ()Y

@ 25



 Exemplo: transforme o filtro analdgico abaixo em
digital considerando T=0.1

Solucao:
Convertendo em fracdes parciais

841 2 1
Hi®)= e 763543 332

Os polos p,=-3 e p,=-2 considerando T=0.1 geram:

2 _ 1 _ _ 1-0.8966z""
1—e3Tz-1 ] —g-2Tz=1 " 1—1.5595z"!+ 0.6065z~2

H(z) =

26




e 2) Transformacao bilenear:

— Faga a transformagdo: (11— 5"
S _=
T(l+zlj
— Mapeamento entre frequéncias:
QT
2 (w w =2t 1(—)
. g
) 2

102

/’y _____]T =

1 & >
Kj Re

Plano z

@ 27
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 Exemplo: transforme o filtro analdgico abaixo em
digital considerando T=1

41
Hyls) =
() 2 +5s+6
Solucao
Usando a relacao:
21—z 1—-z"1
ne = (7 15| )= (5i55)

Aplicando a funcao:

Simplificando:

3+2:"'—z7?  015+0.1z"! - 005272

Ha)
(2) 20 + 4z-1 130221
rﬂ' / 28




Convolucao no dominio discreto

e “Curiosidade”:

— Exemplo: considere a entrada e resposta impulsiva abaixa. Determine a saida do
sistema.

-101234

\h(l—k}
2
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